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Funzioni lipschitziane

Definizione 1. Sia K un sottoinsieme di R"™. Diciamo che una funzione F': K — R™ é Lipschitz, se
esiste una costante L > 0 tale che

|F(X)—F(Y)| <LIX-Y| perogni X,Y €K.

Proposizione 2. Sia Q un aperto di R% e F : Q — R una funzione di classe C* su Q2. Allora, per ogni
palla chiusa B,(Xy) C Q, esiste una costante L > 0 tale che

|IF(X)—F(Y)| <LIX-Y| perogni X,Y € B.(Xp).
Dimostrazione: Siano X,Y due punti in B,(Xy). Allora, per ogni t € [0, 1], abbiamo che
tX + (1 —t)Y € B.(Xp).

Consideriamo la funzione
f(t):=F(tX +(1-1)Y).

Allora f(0) = F(X), f(1)=F(Y) e
ff)=(X-Y) - VF({tX +(1-t)Y).

Di conseguenza,

1
F(Y)-F(X) = / (X-Y) VF(tX +(1—t)Y)dt.
0
Quindi, possiamo stimare

IF(Y) - F(X)| = /Ol(X —Y)-VF(tX + (1 —t)Y)dt

§/1|(X—Y)-VF(tX+(1—t)Y)\ dt

0

g/l X Y| |[VF|(tX + (1 —-¢)Y)dt
0

dove Me il massimo di |VF| in B,(Xo). O



