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Massimi e minimi relativi e derivate direzionali seconde

CONDIZIONE SUFFICIENTE PER MINIMI RELATIVI

Abbiamo dimostrato il teorema seguente.

Teorema 1. Sia Q un aperto di R? e sia F : Q — R una funzione di classe C? su .
Se il punto Xg € Q0 e un punto tale che:

e Xo ¢ un punto critico (ovvero VF(Xy) =0);
e la matrice V2F(Xy) ¢ definita positiva;

allora Xo & un punto di minimo relativo per la funzione F': Q — R .

UNA DIMOSTRAZIONE SBAGLIATA DEL TEOREMA

Fissato un vettore non-nullo V € R?, si possono calcolare le derivate direzionali

a, [F(XO v tV)} — V- VF(Xo +tV),

But [F(Xo v tV)} — V- V2F (X + tV)[V].
In particolare, si ha la proposizione seguente.

Proposizione 2. Sia Q un aperto di R? e sia F : Q — R una funzione di classe C? su .
Se il punto X € Q) é un punto tale che:

e Xo € un punto critico (ovvero VF(Xg) =0);
e la matrice V2F(Xy) ¢ definita positiva;
allora per ogni vettore non-nullo V€ R?® si ha che

d d?

- F(X = 2 F(x — V. VR(X |
gl JEo+tV)=0 e o5l F(Xo+tV)=V-VF(X)[V]>0

Uno potrebbe cercare di dimostrare il Teorema [I| combinando la Proposizione [2| con la proposizione
seguente.

Proposizione 3. Sia Q un aperto di R? e sia F : Q — R una funzione con la proprietd sequente.
Per ogni vettore non-nullo V€ R si ha che la funzione

t— F(X() + tV)
¢ di classe C? dove ¢ definita e si ha che

L pxo+tv) =0 e dQ‘
dt lt=0 0 N dt? li=o0

F(Xo+tV)>0.
Allora, X ¢ un punto di minimo relativo per F.

Questa proposizione (Proposizione [3) in generale & falsa!
Diventa invece vera se si assume che F sia di classe C? su Q!



ESEMPIO

Costruiremo una funzione

G:R*> >R
con le proprieta seguenti.

e Per ogni vettore non-nullo V' € R? si ha che la funzione
t— G(Xo+tV)

¢ derivabile infinite volte e si ha che

2

G(X tV)=0 —
(Xo +1V) ¢ dt? li=0

— G(Xg+tV 0.
dt lt=0 (Xo +1V) >

In particolare, la funzione
Gy :R—=R Gy(t) = G(Xog+tV),
ha un minimo relativo in ¢ = 0.
e La funzione G : R? — R non ha un minimo relativo in (0,0).
Useremo il lemma seguente.

Lemma 4. Consideriamo la funzione

Iy2

F(z,y)={ ¥+
0 se (z,9)=/(0,0).

se (z,y) # (0,0),

Allora, per ogni vettore non-nullo
V = (a,b) # (0,0) € R?

st ha che )
tab
Fy(t) = .
vit) a? + t2b4
In particolare,
b2
— se a#0,
Fy(0)=0, F,(0)=< a e  F(0)=0.
0 se a=0

Esempio 5. Consideriamo la funzione
G(x,y) = 2* +y* — 100 y*F(z,y).
Dimostreremo che per ogni vettore non-nullo
V = (a,b) € R?,

la funzione
Gy :R—=>R, Gy (t) = G(ta,tb),

ha un minimo relativo (stretto) in t = 0. Osserviamo che se a =0, allora

G(ta, tb) = b*t>.



Quindi, ci possiamo concentrare sul caso
a # 0,

nel quale si ha

Gy (t) = G(ta,tb)
t2(a® + b*) — 100 (bt)*F(ta, tb)

t2(a® 4+ b?) — 10002 t2Fy (t).

Ora, calcolando
Gl (t) = 2t(a® + b?) — 10002 <2tFV(t) + tzF{,(t)>,

GU(t) = 2(a® + b%) — 100 (2Fv(t) LR (1) + tzF{}(t)),

otteniamo che

Gy(0)=0 e  G{(0)=2(a"+b*).
Quindi, la funzione Gy ha un minimo relativo (stretto) in t = 0.
D’altra parte, per ognit € R
G(t%,t) =t + 2 — 10062 F (¢, 1) = t* + 2 — 50t> = —49¢> 4 t*,
che per |t| abbastanza piccolo é negativo. Quindi,
(0,0) non & un punto di minimo relativo per G :R? — R.
Esercizio 6. Data la funzione G dell’esempio precedente,
G(z,y) = 2 +y* — 100y°F(z,y),

dimostrare che G é differenziabile in (0,0) e che (0,0) é un punto critico di G. Dedurre che (0,0) é un
punto di sella per G.



