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Sviluppo di Taylor al secondo ordine

Teorema 1 (Teorema di Taylor). Siano Q un insieme aperto di R? e sia F : Q — R una funzione di
classe C*(Q). Allora

d d
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F(X) = F(Xo) + ) 0:F(X0) (X' = X) + 5 > 0y F (Xo) (X' = X) (X7 = X{) + 0(|X — Xo[).
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Dimostrazione in dimensione due. Useremo la notazione X = (x,y) e Xo = (zo,y0). Inoltre,

senza perdita di generalita, possiamo supporre che (g, y0) = (0,0). Ora, siccome le funzioni
O F :Q — R e OyF : Q=R

sono di classe C!, abbiamo

dove
lim 51(x7y) -0 e lim EQ(xvy)

(@9)—=00) \/22 + 2 (2.9)—(0.0) /22 + 32 -

Ora, fissiamo (z,y) in intorno di (0,0) e calcoliamo
1
Fa.y) = F0.0) = [ (o) VF(sz.s9) ds
0
1 1
= / x 0. F(sx,sy)ds + / y Oy F(sz,sy)ds
0 0
1
- / z(@xF(O, 0) + 52950 F(0,0) + sydyaF(0,0) + £1 (s, sy)) ds
0

1
+ / y<8yF(0, 0) + 5205y F(0,0) + sy0y, F'(0,0) + 2(sz, sy)) ds
0

B 1 82eF(0,0) 8,0 F(0,0) [
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1
+ / (azsl(sm, sy) + yea(sz, Sy)) ds.
0

Quindi basta verificare che

1

1
(x,y%iiQ0,0) PR /0 (mal(sx, sy) + yea(sx, sy)) ds = 0.

Usando abbiamo che per ogni € > 0 esiste > 0 tale che:

g;(x,
NZEer D B Y ) R
V2 + y?
Di conseguenza, per j = 1,2 e per ogni s > 0, abbiamo

VETE<s - Slmw)_ selway)
VAR JE0rt (o

Quindi, per \/z2 + y? < 4, si ha che
1
x2 + y?

il che conclude la dimostrazione. O

1
/ (a:sl(s:c, sy) + yea(sx, sy)) ds < g,
0



