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Una dimostrazione alternativa del Teorema di Taylor

I, LEMMA PRINCIPALE

Lemma 1. Sia g : [0,1] — R una funzione continua e derivabile su [0, 1], con derivata ¢’ : [0,1] — R
continua e a sua volta derivabile in [0,1] con derivata seconda g" : [0,1] = R continua.
Allora, esiste § € [0,1] tale che

1
9(1) = 9(0) +9'(0) + 59"(0) + (1~ 6)(5"(6) — g"(0)).
Dimostrazione. Consideriamo la funzione
(0,1 =R, @) :=gt)+ (1 —-1)g'(t).

Usando il teorema fondamentale del calcolo integrale, abbiamo

Ora, calcoliamo

Infine, siccome

otteniamo ) .
9(1) = 9(0) = ¢'(0) = 59"(0) = /0 (1—=1)(g"(t) - ¢"(0)) at.

Siccome la funzione

h:[0,1] - R, h(t) = (1 —1t)(g"(t) — ¢"(0))

¢ continua su [0, 1], possiamo applicare il teorema della media integrale. Di conseguenza, esiste 6 € (0, 1)
tale che
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il che conclude la dimostrazione. O

UN LEMMA SULLE FORME BILINEARI

Lemma 2. Siano X = (z1,...,2,) e Y = (y1,...,yn) due vettori in R" e sia
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una matrice n X n con coefficienti reali. Allora
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Dimostrazione. Per ogni j = 1,...,n consideriamo i vettori riga
n
Aj = (ajl,ajg . ..,ajn) € R".
Osserviamo che possiamo scrivere il vettore AX come
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e quindi la sua norma euclidea ¢ data da

1
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Allora, per la disuguaglianza di Cauchy-Schwartz, abbiamo
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il che conclude la dimostrazione del lemma. O

Per ogni matrice n x n a coefficienti reali,

allr ... QA1p
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useremo la notazione
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TEOREMA DI TAYLOR

Teorema 3. Siano Q un insieme aperto di R e sia F: Q — R una funzione di classe C2(SY). Allora

d
F(X)=F(Xo)+ Y _ 0:F(Xo) (X’ — Z%F Xo) (X' — X{) (X7 — X3) + o(|X — Xo|?).
=1
Dimostrazione. Sia Y = X — Xy = (y1,...,¥yn). Consideriamo la funzione

g:[0,1] - R, g(t) = F(Xo +tY).

Calcoliamo prima le derivate ¢'(t) e ¢”(t). Usando la formula per la derivata direzionale, otteniamo

8 n
Jt) =< [F(X0 + tY)} =Y - VF(Xo+1Y) =Y y;0,F(Xo + 1Y),
ot <



g'(t) = zy; 0,P (Y0 +0)] = 3 05 (V- V@0, P) (X + )

j=1 j=1

- Xn: i Zn: yi0ig F(Xo +1Y))

j=1 i=1

= Z Z y;yi0i; F'(Xo +tY),

j=1i=1

che possiamo scrivere anche come

JH) =Y -VF(Xo+tY) e ¢'(t) =Y -V*F(Xo+tY)[Y].

La notazione V2F(X)[Y] indica che la matrice hessiana

anF R 81nF
Ot F ... OgwF
prima viene calcolata nel punto X € ) e poi applicata al
vettore colonna Y = (y1,...,yn) € R™, ovvero
auF(X) e 81nF(X) U1
VEF(X)[Y] = : : :
O F(X) ... OmF(X) Yn

Applicando Lemma [1] alla funzione g abbiamo che
fissato Y € R™ esiste 6y €[0,1]
(che a priori dipende da Y') tale che
F(X) - F(Xo) - Y - VF(Xo) — %Y VEF(X)[Y] = %(1 — )Y - (V2F(Xo + 0yY) = V2F(Xo) ) [V].
ora, per il fatto che fy € [0,1] e per Lemma [2| abbiamo
‘;(1 —Oy)Y - (V2F(X0 +0yY) — V2F(X0)) [Y]’ < YP||VPF(Xo +6yY) — V2F(Xo)|,-
Ora, per la continuita dei coefficienti di V2F,

lim ||V2F(Xo+6yY) — V2F(Xo)| = 0,
|Y|—0

e quindi abbiamo la tesi. ]



