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Teorema del differenziale

TEOREMA DEL DIFFERENZIALE

Teorema 1 (Teorema del differenziale). Siano 2 un insieme aperto di R? e sia F' : Q — R una funzione
derivabile in Q. Se (tutte) le derivate parziali

OF:Q—=R, i=1,...,d,
sono continue nel punto X € Q, allora F' é differenziabile in X.

Dimostrazione in dimensione due. Sia X = (z,y).
Per il teorema di Rolle, dato (h, k) € R?, esistono A’ € (0,h) e k' = (0, k) tali che

Fx+hy+k)— F(z,y) = (F(:J: +hy+k)—F(z+ h,y)) + (F(x + h,y) — F(a:,y))
=kOyF(x+h,y+k)+ho.Flx+h,y).
Si ha quindi
F(z+h,y+k)—F(z,y) — h0.F(x,y) + k0,F(x,y)
=k (OyF (w+ hyy + ) = 0,F(2,9)) +h (0 F(x + W, y) — 0.F (z,) ).

Usando la continuita di 0, F e 0,F, abbiamo che

li F(x+hy+k)—0,F = L Fz+ R ,y) — 0, F(z,y)) = 0.
(O F @by £ K) = F(y)) = m (0P (e )~ 0.F () =0

Si ha quindi che
B(0F G+ by +K) = 0,F () + b (0.F (x + 1. y) = 0uF () = o VA2 +42),

il che conclude la dimostrazione. O

Corollario 2. Tutte le funzioni ottenute facendo somme, prodotti e composizioni di funzioni elemen-
tari (x", e*, sinx, cosz,...), calcolate nei vari componenti di X = (x1,x2,...,24), sono funzioni
differenziabili (nei punti nei quali sono definite). Per esempio, la funzione

e differenziabile sul suo dominio di definizione.



