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Funzioni Lipschitziane,

Teorema del punto fisso,
e Teorema della funzione inversa

FUNZIONI LIPSCHITZIANE

Definizione 1. Sia K un sottoinsieme di R™. Data una costante L > 0, diciamo che una funzione
F: K — R™ ¢ L-Lipschitz, se

|[F(X)—-F(Y)|<LIX-Y| perogni X,Y € K.

Proposizione 2. Sia Q un aperto di R" e F : Q — R™ una funzione di classe C' su .
Sia Br(Xo) una palla chiusa inlcusa in Q. Allora,

[F(X)~ F(Y)| < LIX - Y| per ogni XY € Br(Xo),

dove

L= swp [DFX)| e [DFX)| :=(ZZ(@FJ<X>>2)1/2'

X€eBRr(Xo) i=1 j=1
Dimostrazione. Siano X,Y due punti in Br(Xg). Allora, per ogni t € [0, 1], abbiamo che
tX + (1 -t)Y € Br(Xp).
Consideriamo la funzione
f:[0,1] = R™, f(t):=F@X+(1-1t)Y).
Allora f(0) = F(X), f(1)=F(Y) e
f'(t)=DF(tX +(1-¢)Y)[X -Y].
Di conseguenza,
FY)-F(X)= /01 DF(tX + (1 —-t)Y)[X —Y]dt.

Quindi, possiamo stimare

IF(Y) - F(X)| = /01 DF(tX 4+ (1 —-t)Y)[X — Y]dt

1
g/ |IDF(tX + (1= t)Y)[X = Y]| dt
0
§/1|XY|HVF(tX+(1t)Y)Hdt§L|XY|,
0

dove L ¢ il massimo di |[VF|| in Br(Xo) e dove abbiamo usato che per ogni matrice 4, n x m a
coefficienti reali, e per ogni vettore X € R” vale la disuguaglianza

[AX] < [X][|A]-



TEOREMA DEL PUNTO FISSO

Teorema 3. Siano Q un insieme chiuso in R ed F : Q — R% una funzione tale che:
e per ogni X € Q, F(X) € Q;

e csiste una costante
0< L <1,

tale per cui F' sia L-Lipschitz su §2, ovvero
|F(X)-F(Y)| <LIX-Y| perogni X,Y eQ.

Allora, esiste un unico punto Y € Q) tale che
FY)=Y.
Dimostrazione.

Unicita. Dimostriamo prima l'unicita del punto fisso. Supponiamo che Y7 e Y5 siano due punti di 2
tali che
}ﬁ :ZPK}E) (§] }é :ZFKYE)

Siccome L e L-Lipschitz, abbiamo che
Yo = V1| = [F(Y2) — F(Y1)| < L|Y2 — Y1,

e quindi
(1-L)|Y2—Y1| <0.

Siccome L < 1, otteniamo che Yo = Y7, ovvero se un punto fisso esiste, allora & unico.

Esistenza. Scegliamo un qualsiasi punto Xy € €2 e definiamo per ricorrenza la successione
X1 = F(Xo) ; Xpt1:=F(X,) perogni n>1.
Osserviamo che per ogni k£ > 1, abbiamo
|1 X — Xp—1| < LFH X — X
Dati N > n > 0, osserviamo che

N N
Xy = Xal = | Y (X = Xm0 < D 1% — Xj|
j=n—+1 Jj=n+1

N
<[Xi-Xo| Y,

Jj=n+1
+oo ‘
<X - Xol Y !
j=n+1
+oo
;X1 — Xo
=L"X; - X V= ———7"
X=Xl ) 1-L

1=0

Di conseguenza, (X,,)n>1 ¢ una successione di Cauchy in R" e quindi ammette un limite in R™

Xoo = lim X,.
n—oo
Inoltre, siccome €2 € chiuso, abbiamo che
Xoo € Q.

Usando la contuinuita di F', abbiamo che

Xoo = lim X, = lim X,y1 = lim F(X,) = F(Xs),
n—oo

n—0o0 n—oo

e quindi X, & un punto fisso per la mappa F : Q — Q. O



TEOREMA DELLA FUNZIONE INVERSA

Teorema 4 (Teorema della funzione inversa). Siano Q un aperto in R e F : Q — R? una funzione di
classe C su Q. Sia Xo € Q un punto tale che

det DF(Xy) # 0.
Allora, esistono una palla Br(Xo) contenuta in Q0 ed un raggio r > 0, tali che la funzione
F: Br(Xo) N FH(B,(Y0)) = B, (Yy) dove Yy:=F(Xy),
e un diffeomorfismo di classe C1.

Dimostrazione. Sceglieremo i raggi R > 0 e r > 0 nel corso della dimostrazione.
Dato un Y € B,(Y)) mostreremo che esiste un unico punto X € Br(Xj) tale che

F(X)=Y.
Osserviamo che, siccome la matrice DF(Xy) € invertibile,
F(X)=Y <& DF(Xy) [F(X) - Y} =0,

e quindi
F(X)=Y & X=X-DF(X,)! [F(X) - Y].

Ora, fissato Y € B,(Y)), definiamo ora la mappa
®(X) = X — DF(Xo)™! [F(X) - Y]
Mostreremo che possiamo scegliere r > 0 e R > 0 (indipendentemente da Y’) in modo d’avere
(1) ®(X) € Bgr(Xy) per ogni X € Br(Xo);
(2) @ & i-Lipschitz in Bg(Xo).
(e quindi in modo da poter applicare il teorema del punto fisso alla mappa ® : Br(Xo) — Br(Xo).)

Scelta di R e dimostrazione di (2). Scegliamo R > 0 abbastanza piccolo tale che Bg(Xo) C Q e

|D®(X)| = [1d - DF(Xo) 'DF(X)| <  perogni X € Br(Xo). 1)

N | —

Dalla Proposizione [2{ abbiamo che ® & 1/2-Lipschitz su Br(Xo).

Scelta di r e dimostrazione di (1). Osserviamo che per ogni X € Br(X() abbiamo
[B(X) = Xo| = |X = DF(Xo) ' [F(X) - Y] - Xo|
- ‘X — DF(Xo) M [F(X) — F(Xo) + F(Xo) - Y] — XO‘
< |(x = DF(X0) ' F(X)]) = (Xo = DF(X0) ™ [F(Xo)] ) |+ [DF(X0) ™ [¥o - Y]],
Usando di nuovo , abbiamo che

_ _ 1 1
(X = DF(X0) M F(X)]) = (X0 = DF(Xo) ' [F(X0)] )| < 51X = Xol < SR,
D’altra parte, abbiamo

[DF(X0)™' [Yo - Y]| < IDF(Xo) ! IY = Yol < rllDF(Xo) ™.

3



Scegliendo quindi,
R

~ 2[DF(Xo) I’

r

otteniamo che

B(X) = Xo| < |(X = DF(X0) ' [F(X)])) = (Xo = DF(Xo)'[F(Xo) )| + | DF(X0) " [¥o - V]|

R R
<5 t5=R

il che dimostra (1). Ora, per il teorema del punto fisso, per ogni Y € B,.(Y}), esiste un unico punto
fisso Xy € Br(Xj) of ®. Osserviamo inoltre, che siccome

[ Xy — Xo| = |®(Xy) — Xo| <R,
abbiamo che necessariamente Xy € Br(Xp). Definiamo quindi la funzione
G:B.(Yy) = R?  come G(Y)=Xy.
e osserviamo che per costruzione la mappa
G : B,(Yo) = F~'(B.(Ys)) N Br(Xo)

& bigettiva.

Continuita di G. Dimostreremo che G e differenziabile in ogni punto Y € B, (Yp). Senza perdita di
generalita, possiamo supporre che Y =Y. Dato € > 0 consideriamo

e

=
2| DF(Xo)~ |

Abbiamo quindi che per ogni Y € Bs(Yp), la mappa
O(X) = X ~ DF(Xo) ™ |[F(X) - V|
¢ tale che:
(1) ®(X) € B(Xo) per ogni X € B:(Xo);
(2) @ & §-Lipschitz in B-(Xp).
Per il teorema del punto fisso abbiamo quindi che esiste un unico punto X € B.(Xj) tale che
F(X)=Y.
Ma allora, siccome X ¢ unico anche in Br(Xp), abbiamo che
X =G().
Abbiamo quindi dimostrato che

Y e Bs(Yo) = G(Y) e B(Xo)

Differenziabilita di G. Dimostreremo che G ¢ differenziabile in ogni punto Y € B,(Y)) e che
DG(Y)=DF(X)™' dove X =G(Y).
Senza perdita di generalita, possiamo supporre che Y =Yy e X = X. Per ogni

Y € B.(Yp)



abbiamo 'identita
F(GY)) =Y.

Scrivendo

G(Y) =G(Yo) + G(Y) = G(Yo) = Xo + G(Y) — G(Y0),

e usando la differenziabilita di F':

F(Xo+ H) = F(Xo)+ DF(Xo)[H]+e(H)  dove lim

abbiamo che
Y = F(G(Y)) = F(Xo + G(Y) = G(¥p)) = F(Xo) + DF(Xo)[G(Y) = G(¥p)] +£(G(Y) = G(¥p)),
che possiamo scrivere anche come
Y =Yy = DF(X0)[G(Y) — G(Yp)] + e(G(Y) — G(Y0)), (2)
DF(Xo)™'[Y = Yo = G(Y) — G(Yo) + DF(Xo) ' [¢(G(Y) — G(YD))],
Siccome G ¢ continua e £(H) = o(|H|), questo implica che per Y abbastanza piccolo,
G(Y) = G(¥o)| < [DF(Xo)™'[V = Yol + [DF(Xo) " [e(G(Y) - G(%)|
< |IDF(Xo) | IY = Yol + [DF(Xo) ™| [e(G(Y) = G(0))|
< [DF(Xo) ||V = Yol + 5|G(¥) ~ (%)),

e di conseguenza,
1 _
SIG(Y) = G(Yo)| < IDF(X0) Y = Yol,

o in altre parole
G(Y) - G(Yo) = O(]Y — Yol).

Questo implica che
(G(Y) — G(Y)) = oY — Vo).

Usando di nuovo ([2)), ottaniamo che
G(Y) = G(Yo) = DF(Xo)™'[Y = Yo] + o(|Y — Yol),

il che implica che G & differenziabile in Yy e che DG(Yy) = DF(Xo) L. O



TEOREMA DELLA FUNZIONE IMPLICITA

Il seguente teorema € una versione piu generale del teorema di Dini, nel quale useremo la notazione
seguente. Dati N > n, possiamo scrivere ogni vettore

X =(21,.-, Tny Tpt1,---,2N) ER"
come
X = (X1, X2),
dove
X1 =(x1,...,2p) €R" e Xy = (Zpy1,...,xy) ERNT,
Teorema 5 (Teorema della funzione implicita). Siano N > n due numeri naturali, Q@ un aperto in RN,
I
F=]:[:Q->R"
Fy,
una funzione di classe C' su Q. Supponiamo che la matrice
ok ... OF1
ok, ... OF,

calcolata nel punto X = (X, X,) € Q, sia invertibile. Allora esistono r > 0, R > 0 ed una funzione di
N — n variabili, definita sulla palla B.(X,) C RN ™",

1 Br(Xy) = RY,
tale che

(i) per ogni X» € Br(X5), n(X2) € Br(Xy);

(ii) per ogni punto X = (X1, X2) € Br(X,) x B.(X5) si ha che

F(X1, Xp) = F(X;, X,) & X1 =n(Xy);

(iii) 7 : Br(X3) — R™ ¢ una funzione differenziabile di classe C!.

Dimostrazione. Consideriamo la funzione
2:Q-RY . (X, Xo) = (F(X1, X2), X2).

Allora, la matrice D®(X,,X,) & invertibile e possiamo applicare il teorema della funzione inversa,
ottenendo una funzione di classe C' (definita su una palla B,(Y;,Y,) C RY)

U:B,(Yy,Y,) = RY

con ¥(Y,,Y,) = (X;,X,) e tale che la mappa

U By(Yy,Ys) = ¥(B,(Y,,Y,))
¢ l'inversa di

®:U(B,(Y,,Y,)) = By(Yy,Yy).
Ora, siccome ® lascia invariata la seconda componente Xs, abbiamo che ¥ ¢ della forma
Si ha quindi che G & di classe C* su B,(Y,Y,) e

F(G(Y1,Y2),Y2) = Y1 perogni (Y1,Y2) € By(Y;,Y5).

Quindi, basta definire n come
n(Xz) = G(Yy, Xo).



