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Insiemi misurabili in Rn

Definizioni

Definizione 1. Sia Ω ⊂ Rd un insieme limitato. Diciamo che Ω è misurabile secondo Riemann, se la funzione

χΩ(X) =

{
1 se X ∈ Ω,

0 se X ∈ Rd \ Ω,

è integrabile su un qualche rettangolo R contenente Ω. La misura di Ω è

|Ω| =
∫
R
χΩ(X) dX.

Inoltre, diciamo che Ω ha misura nulla, se

Ω è misurabile e |Ω| = 0.

Esempio 2. I domini normali e i domini regolari C1 sono insiemi misurabili.

Esempio 3. Ogni insieme costituito da un numero finito di punti in Rd è un insieme di misura nulla.

Esempio 4. Un segmento in Rd è un insieme misurabile.

Insiemi di misura nulla

Lemma 5. Sia Ω ⊂ Rd un insieme limitato e sia R un rettangolo contenente Ω. Allora sono equivalenti:

(i) Ω è misurabile e di misura nulla;
(ii) per ogni ε > 0 esiste una partizione P =

{
Rij

}
i,j

di R tale che∑
Rij ∈ P

Rij ∩ Ω 6= ∅

|Rij | < ε .

(iii) per ogni ε > 0 esiste una partizione P di R tale che∑
Rij ∈ Q
Rij ∩ Ω 6= ∅

|Rij | < ε per ogni partizione Q =
{
Rij

}
i,j

più fine di P .

Dimostrazione. Sia S(P) la somma superiore di Riemann (relativa alla funzione χΩ):

S(P) =
∑

Rij∈P
|Rij | sup

Rij

χΩ .

Siccome,

sup
Rij

χΩ = sup
X∈Rij

χΩ(X) =

{
1 if Rij ∩ Ω 6= ∅ ,
0 if Rij ∩ Ω = ∅ .

otteniamo che
S(P) =

∑
Rij ∈ P

Rij ∩ Ω 6= ∅

|Rij | .

(i) ⇒ (ii). Per ipotesi, χΩ è integrabile e

∫
R
χΩ = 0. Allora,

0 = inf
{
S(P) : P partizione di R

}
.

Esiste quindi una partizione P tale che S(P) < ε.

(ii) ⇒ (iii). È una conseguenza dal fatto che se Q è più fine di P, allora S(Q) ≤ S(P).

(iii) ⇒ (i). Osserviamo che per ogni partizione P si ha che 0 ≤ s(P) ≤ S(P).
Per ipotesi, per ogni ε > 0 fissato, esiste una partizione P tale che S(P) ≤ ε. Di conseguenza,

0 ≤ inf
{
s(P) : P partizione di R

}
≤ inf

{
S(P) : P partizione di R

}
= 0. �
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Proposizione 6. Sia Ω ⊂ Rd un insieme limitato. Se Ω è di misura nulla, allora ogni suo sottoinsieme ω ⊂ Ω
è di misura nulla.

Proposizione 7. Siano Ω1 e Ω2 due insiemi limitati e di misura nulla in Rd. Allora, anche Ω1∪Ω2 ha misura
nulla. Di conseguenza, un’unione finita di insiemi di misura nulla è un insieme di misura nulla.

Proposizione 8. Siano Ω un insieme limitato, misurabile e di misura nulla in Rd e F : Ω→ R una funzione

limitata su Ω. Allora F è integrabile su Ω e

∫
Ω

F (x) dx = 0.

Una condizione sufficiente per la misurabilità di un insieme

Teorema 9. Sia D ⊂ Rd un insieme limitato.
Se la frontiera ∂D ha misura nulla, allora D è un insieme misurabile.

Dimostrazione. Sia R un rettangolo che contiene ∂D.
Fissiamo ε > 0. Siccome ∂D ha misura nulla, esiste una partizione P di R tale che∑

Rij ∈ P
Rij ∩ ∂D 6= ∅

|Rij | < ε .

Siano ora S(P) e s(P) la somma superiore e la somma inferiore di Riemann della funzione indicatrice χD.

Sia ora Rij un rettangolo della partizione P tale che

Rij ∩D 6= ∅ e Rij ∩ (Rd \D) 6= ∅ .
Allora, necessariamente

Rij ∩ ∂D 6= ∅ .
Quindi, dato un qualsiasi rettangolo Rij della partizione P abbiamo che:

Rij ⊂ D oppure Rij ⊂ Rd \D oppure Rij ∩ ∂D 6= ∅ .
Di conseguenza,

S(P)− s(P) ≤
∑

Rij ∈ P
Rij ⊂ D

|Rij |
(

sup
Rij

χD − inf
Rij

χD

)

+
∑

Rij ∈ P
Rij ∩D = ∅

|Rij |
(

sup
Rij

χD − inf
Rij

χD

)

+
∑

Rij ∈ P
Rij ∩ ∂D 6= ∅

|Rij |
(

sup
Rij

χD − inf
Rij

χD

)
=

∑
Rij ∈ P

Rij ∩ ∂D 6= ∅

|Rij | ≤ ε . �

Corollario 10. Siano
f : [a, b]→ R e g : [a, b]→ R ,

due funzioni continue tali che
f(x) ≤ g(x) per ogni x ∈ [a, b].

Allora il dominio normale determinato dalle funzioni f e g,

D :=
{

(x, y) ∈ R2 : a ≤ x ≤ b, f(x) ≤ y ≤ g(x)
}
,

è misurabile secondo Riemann.

Corollario 11. Sia
R = [a1, b1]× [a2, b2]× · · · × [an−1, bn−1]

un rettangolo in Rn−1 e siano F : R → R e G : R → R due funzioni continue tali che

F (x1, . . . , xn−1) ≤ G(x1, . . . , xn−1) per ogni (x1, . . . , xn−1) ∈ R.
Allora il dominio normale determinato dalle funzioni F e G,

D :=
{

(x1, . . . , xn−1, xn) ∈ Rn : (x1, . . . , xn−1) ∈ R, F (x1, . . . , xn−1) ≤ xn ≤ G(x1, . . . , xn−1)
}
,

è misurabile secondo Riemann.


