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Applicazioni della formula del cambiamento di variabili in integrali doppi

LA FORMULA DEL CAMBIAMENTO DI VARIABILI IN INTEGRALI DOPPI

Teorema 1. Siano Qy e Qo due aperti in R?. Sia
D Ql — QQ
un omeomorfismo con inversa
v . Qg — Ql-
Supponiamo che sia ® che ¥ sono di classe C? (rispettivamente come funzioni da Q1 in R? e da Qo in R?).
Consideriamo un insieme Do limitato e misurabile (secondo Riemann) e tale che

ﬁg C QQ,
ed una funzione continua e limitata
F:Dy —R.
Allora, anche Uinsieme D1 = WU (D) C 1 € compatto e misurabile secondo Riemann e si ha la formula

/ Fuvdudv—// O(z,y) ’det(D@xdemdy
Do

ROTAZIONI DI INSIEMI DI R2

Definizione 2. Una rotazione di R? & una mappa

o, : R? - R?,

cosa  sina T
Palz,y) = <—sina cosa) (y> ’

dove a € R ¢ l’angolo di rotazione. Osserviamo, inoltre, che linversa di ®, é la mappa

oatea = (SO Y (2) = (S ) (7).

Proposizione 3. Data una rotazione

della forma

P, : R? - R?
ed un insieme limitato D C R? | abbiamo che D ¢ misurabile secondo Riemann se e solo e lo ¢ ®,(D). Inoltre,
Area (9, (D)) = Area (D).
Dimostrazione. Useremo la formula del cambio di varabili con
0 =0, =R?,

cosa  sina T
@(m,y) = (I)a(x7y) = (_ sin o cosoz) (y> :

cosa  sin a)

€ con

Siccome,
—sina  cosa

Do (z,y) = (

abbiamo che

. =cos” @ — (—sina)sina = 1.
—sina  cosa

det (D®4(z,y)) = det (

Quindi, per la formula del cambio di variabili,

Area (® // ldudv—// lldet (D®, xy)’dxdy—Area( ).
3,(D)

cosa  sin a) 9



INTEGRAZIONE DI FUNZIONI DISPARI

Proposizione 4. Sia D C R? un compatto misurabile in R?, simmetrico rispetto all’asse y, ovvero tale che per
un generico punto (x,y) € R? si ha

(z,y)e D < (—z,y)€D.
Sia F : D — R una funzione dispari nella prima variabile, ovvero tale che

F(—z,y) = —F(x,y) per ogni (z,y) € D.

//D Fla,y) dz dy = 0.

Dimostrazione. Useremo la formula del cambio di varabili con

MW=0=R?, D =Dy=D,

Allora

e con
O(z,y) = (—x,y) e U(u,v) = (—u,v).
Siccome
det (D®(z,y)) = —1,
abbiamo che

//DF(u,v)dudv:/A(D) F(u,v)dudv://DF(—x,y)|det (ch(m,y))ydxdy:—//DF(x,y)dxdy,

dove 'ultima uguaglianza segue dal fatto che F' sia dispari. O

AREA DELL’ELLISSE

Proposizione 5. Dati due parametri reali a > 0 e b > 0, consideriamo [’ellisse

2 2

z Y
Eq.p = {(m,y) eR? . St < 1}.

Allora,
Area (Ea7b) = mab.

Dimostrazione. Useremo la formula del cambio di varabili con

0 =0, =R?,
e con
O(x,y) = (ax, by).
Siccome
det (D<I>(a:,y)) = det (a 0) = ab,
0 b
e siccome

®(B1) = Eap,

Area(E, ;) = /[D(B ) ldudv = //B ‘det (Dq)(x,y))‘ drdy = //B abdz dy = mab.

abbiamo che



AREA DI UN TRIANGOLO IN R?

Triangoli in R?
Definizione 6. Dati due punti A e B in R?, il segmento [A, B] con estremi A e B ¢é l’insieme
[ABL:{X:aA+5B:azo,ﬁzma+5:1}
Si dice che il segmento ¢ degenere se A = B.
Definizione 7. Dati tre punti A, B,C in R?, il triangolo Ta,B,c con vertici A, B,C é linsieme
JXKC:{X:aA+BB+M7:a2Q620,72Qa+5+7=1}

Si dice che il triangolo T4 g c ¢ degenere se i tre punti A, B e C giaciono sulla stessa retta, ovvero se i vettori
B — A eC — A sono colineari.

Osservazione 8 (Triangoli nel piano). Consideriamo un triangolo non-degenere T g .c in R2. Allora, la parte
interna di Ta p.c € data da

imcuﬁc):{X:aA+ﬂB+706R2;a>0,5>@7>0,a+ﬂ+7:1}

mentre la frontiera e

6TA,B,C = [A, B] @] [B,C} U [A, O]
Esempio 9. In R? il triangolo T con vertici

(0,0), (1,0) e (0,1)
e linsieme
T:{(x,y)€R2 c x>0, y>0, x+y§1}.
Area di un triangolo in R?

Proposizione 10. In R? consideriamo un triangolo non-degenere Ta,B,c con vertici
az ba C2
1 _ _
Dlget (1 —ar ea—ar\ |
2 by —az c3—as
Dimostrazione. Useremo la formula del cambio di varabili con
0 =0, =R?,

Allora,
Area(Ta pc) =

€ con

O(z,y)=A+x(B—A)+y(C—-A)= <a1 +x(by —a1) + y(ar —a1)>

az + x(bz — az) + y(c2 — a2)
Oserviamo che se T' ¢ il triangolo con vertici (0,0), (1,0) e (0,1),

T:{(av,y)eR2 x>0, y>0, ;v—l—ygl},

allora
(I)(T) - TA,B,Cv

bz—ag Co — a2

@MDM%m)=<h_“ q_av.

Di conseguenza, per la formula del cambio di variabili abbiamo che

bi—a1 c1—ag
rea( A,B,C) //I)(T) uav //T € <b2 —as Cco — a2>

Infine, basta calcolare I’area di T' che per Fubini e data da

1 -2 1 1
Area(T):/ da:/ dy:/ 1-—z)de==. O
0 0 0 2

_ by —a1 c1—a
dzx dy = Area (T) |det <b2 oy ey ag)‘ .




