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Liminf e limsup di funzioni definite su sopragrafici

UN METODO GENERALE PER IL CACLOLO DI LIMINF E LIMSUP SU SOPRAGRAFICI
Sia,
p:R—=R

una funzione continua e sia 2 il sopragrafico di ¢
Q= {(m,y) eR? : y> (p(m)}
Definiamo inoltre il semispazio superiore
H = {(ZE,Z) erR? : z> 0}.

Data una funzione
F:Q—>R,

definiamo la funzione

G:H—R, G(z,2z) = F(z,2 + ¢(x)).
Osserviamo che:
e se (xyn,2,) € una successione di punti in H tale che }(mn, zn)‘ — +00, allora
(Tn, yn) = (xm Zn + ‘P(wn))
€ una successione di punti in §2 tale che ’(a:n, zn)| — 4o00. In particolare, questo implica che

lim G(zp,z,) = lim F(z,,y,) < limsup F(z,y),
n—oo n—oo |(z,y)| — 400
(z,y) € Q

e quindi prendendo il sup su tutte le successioni divergenti (x,, z,) in H, otteniamo

limsup G(z,z) < limsup F(z,y).
[(z,2)| = +oo [(z, y)| = +oo
(z,z) € H (z,y) € Q

e Viceversa, se (Zn,ys) © una successione di punti in €2 tale che |(zn, y5)| = +o0, allora
(Tn, 2n) = (mna Yn — 90($n))
€ una successione di punti in H tale che ‘(mn, zn)‘ — 400. In particolare, questo implica che

lim F(zy,yn) = lim G(zp,2,) < limsup G(z,z),
n—»00 n—o0 (2, 2)] = oo
(z,2) € H

e quindi prendendo il sup su tutte le successioni divergenti (z,,, y,) in 2, otteniamo

limsup F(z,y) < limsup G(z,2).

[(z,y)] = oo [(@,z)] = +o0
(z,y) € Q2 (z,2) € H
In conclusione, abbiamo che
limsup F(x,y) = limsup G(z,2).
[(z,y)| = +oo [(z,2)] = +oo
(z,y) € Q (z,z) € H



ESEMPIO DI CACLOLO DI LIMINF E LIMSUP SU UN SOPRAGRAFICO

Esempio 1. Consideriamo la funzione

Qy — 2
Fr,y) = 22—~
r+y
definita su
Q:={(z,y) €R? : y>a?}.
Calcolare
limsup F(z,y) e liminf — F(z,y).
[(z,y)] = +oo [(z,y)] = +oo
(z,y) €Q (z,y) €

Soluzione. In questo caso ¢(z) = x2. Inoltre, indicheremo di nuovo con H il semipiano superiore
H .= {(:L',Z) eR? : z> 0}.

Sia
G:H—R
la funzione
2(z+2%) —2®  2z+42?

G(z,2) = F(z,z+ ¢(x)) = r4+z+x2 xdz+a?

In coordinate polari,
r = Rcosf z = Rsin6

consideriamo la funzione

2sinf + Rcos? 0
cos@ +sinf + Rcos2 6’

G(Rcosf, Rsinf) =

a raggio R fissato e per § € [0, 7]. Per trovare il massimo ed il minimo della funzione

2sinf + Rcos? 6
cos@ +sinf + Rcos26

g(0) =

sull’intervallo [0, 7], osserviamo che ¢'(f) = 0 se e solo se

0= <2cos€— R2sin«9cos€> <c089+sin9+Rc0829)
- <2sin9+R(30820>(—sin9+c089— R2sin90059>
= 2+R(2cos39—251n200089—28in960s20+4sin290050+sin9<:os20—00539>
=2 +R<00539+2sin290089 - sin900820>
= 2+Rcos@<cos29+2sin20—sin900s0>
= 2—|—Rc089(1 +sin? 6 —sianosH)

= 2+Rcos€(2 — cos? 0 —sin@cos@)

Ora, siccome

i

DN | =

1
0<cos?h<1 e —§§sin9c050§

abbiamo che, per ogni 6 € [0, 7],

<2 —cos?h —sinfcosl <

N
N | Ot



Di conseguenza, se Og e tale che
2
R<2 — cos?(0g) — sin(0g) cos(03)>

dr)=0 & cos(fg) = —

)

allora ) 41
Si ha quindi che
cos(0r) = O(1/R) e sin(fr) =1+ O(1/r?).

Di conseguenza,

2sin(0r) + Rcos?(0r) 24+ 0(Yr)

G(RCOS(@R),RSin(GR)) = cos(0r) + sin(0g) + Rcos2(0p) 1+ O(1/R)’

e quindi

lim G(Rcos(0r), Rsin(0r)) = 2.

R—o0

Quando invece § = 0 e § = 7, abbiamo

R R
G(R,0) = —— G(R,0) = ——.
( ) ) R + 1 € ( ) ) R _ 1
Si ha quindi che
limsup G(x,z) =2 e liminf G(z,2) =1.
I(z, 2)| = +o0 I(z, 2)| = +o0
(z,2) € H (z,z) € H
In conclusione,
limsup Fl(z,y) =2 e liminf  F(z,y) = 1.
[(z,y)| = +oo [(z,y)| = +o00
(z,y) € (z,y) €



