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Limiti, liminf e limsup all’inifinito

DEFINIZIONI

Definizione 1. Siano Q un sottoinsieme illimitato di R? ed F : Q — R una funzione a valori reali.

(1) Diciamo che il numero reale £ ¢é il limite di F per |X| — +o0 e scriviamo

im  F(X)=1¢, (1)
| X]| = +oo
X e

se vale una delle sequenti proprieta equivalenti:

e per ogni € > 0 esiste R > 0 tale che
per ogni X € Q tale che | X| > R si ha che |F(X) —{| < e;

o per ogni successione X, € Q tale che | X,| — 400 si ha

lim F(X,) = (.

n—oo
(2) Diciamo che F tende a pit infinito per | X| — +oo e scriviamo

lim F(X) = 400, 2)
| X| = +oo
Xen

se vale una delle sequenti proprieta equivalenti:

e per ogni M > 0 esiste 6 > 0 tale che
per ogni X € Q con |X| > R si ha che F(X) > M.

o per ogni successione X, € S tale che | X,,| = 400 si ha  lim F(X,) = +o0.

n—oo

(3) Diciamo che F tende a meno infinito per | X| — 400 e scriviamo

lim F(X)=—o0, (3)
| X| = +oo
Xco

se vale una delle sequenti proprieta equivalenti:

e per ogni M > 0 esiste § > 0 tale che
per ogni X € Q con |X| > R si ha che F(X) < —M.

e per ogni successione X, € Q tale che | X, | — 400 si ha che lim F(X,)= —occ.
n—oo

(4) Definiamo il limite superiore di F
limsup F(X)

[X| = +oo
Xen

come
sup {6 € RU{%oo} : esiste una successione X,, € Q, |X,| = +o00, tale che lim F(X,)= E}.
n—oo
(5) Definiamo il limite inferiore di F'
liminf F(X)
| X| = 4o
Xeco
come
inf {E € RU{too} : esiste una successione X, € Q, |X,| = +oo, tale che lim F(X,)= 5}.

n—o0
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Proposizione 2. Siano Q un insieme illimitato in R ed F : Q — R una funzione data.

Dato ¢ € RU {£o0}, sono equivalenti:

(i) liminf F(X)=¢ e

|X| — +oo |X| — +oo
Xeq XecQ
(i) lim F(X)=¢.
| X]| — +oo
XeQ

limsup F(X) =1/ ;

CALCOLO DI LIMSUP E LIMINF IN COORDINATE POLARI E SFERICHE

Proposizione 3. Siano Q C R? un insieme illimitato ed F : Q — R una funzione a valori reali.

Allora
limsup F(X) = limsup{ sup F} e liminf F(X)=
1X| = 400 R—+00 “QndBg 1X] oo
X e e
Esercizio 4. Calcolare
limsup F(z,y) e liminf  F(z,y).
(@, y)| = +o0 (@, y)| = +oo
(z,y) € 2 (@) €
:z2+y2—xy 9
(1) F(ﬂ%y):m; Q:={(z,y) €R® : z+y>0};
22 — 2
2) Flz,y) = ———— ; Q:={(z,y) €eR? : 2 +y>0};
@ P = () )
22 — 42
F =" Q= R? : >0} ;
@) Fley) =75 - {(z,y) € z+y =0} ;
22 — o2
4) F = — Q.= R2 : 2y} ;
W) Floy) =15 {(z,9) € 0<y<wz<2y};
xy 9
F = : Q.= R® 2 ;
(5) F(z,y) 522 {(z,y) € 0<2y<az<3y};
T+y
6) Flz,y) = ——u ;  Q:={(z,y) €ER? : 0<y<z<2};
/l‘2+y2
y—x
() Fay)= 5 Q={@y)cR : 0<y<z<};
Yy
_ Y ) — 2 . .
(8) F(%Z/)—m, Q:={(z,y) eR® : [z <y} ;
__ — 2 . .
2
_rty — 2 .
(10) F(x’y)_y2+l" Q—{(SL‘,Z/)ER . $>0,y>0},
T+ 2y
11) F = Q= RZ : 2>1, y>2
(11) F(z,y) e {(z,y) € r>1,y>2},
2y — 2
12) F(z,y) = ; Q:={(z,y) eR? : y>a?
(12) F(z,y) oy {(z.,y) y >’}

lim inf
R—+4o00

{

inf F
QNOBRr
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DIMOSTRAZIONE DI PROPOSIZIONE 2
Definiamo l'insieme di tutti i limiti di F' all’infinito come

L= {E € RU{+£oo} : esiste una successione X, € Q, |X,| = +o0, tale che lim F(X,) = E}.

n—o0

In particolare, abbiamo che

liminf F(X)=inf L e limsup F(X)=supLl .
[X]| = 400 |X| = +oo
X e Xeq

(ii)=(i). Supponiamo ora che esiste il imite

L:= 1lim F(X).
| X| — 400
X e

Allora, per ogni successione X,, € Q, | X,,| — +o0 si ha che
F(X,)— L.
Di conseguenza, 'insieme £ ha come unico elemento L e quindi
inf L =supL = L.

(i)=-(ii). Supponiamo che
L=inf L =supL.

Ci sono tre possibilita:
LeR, L=40c0 e L=—-00.

Studieremo il caso L € R (i casi L = 400 sono analoghi). Supponiamo per assurdo che F' non converge
ad L. Esistono quindi un € > 0 ed una successione X, € €2 tale che

| Xn| — 400 e |F(X,) — L| > e.
A meno di passare ad una sottosuccessione, possiamo assumere che F'(X,,) converge ad un limite
a € RU {400} U {+00}.

Siccome
la — L| > e,

abbiamo che
a>L+c¢ oppure a<L—¢,

ma siccome a ¢ un elemento dell’insieme £, questo contraddirebbe l'ipotesi L = inf £ = sup L. 0

DIMOSTRAZIONE DI PROPOSIZIONE 3

Lemma 5. Siano Q un insieme illimitato in R? ed F : Q — R una funzione data.
Allora, esistono due successioni X,, € Q eY,, € Q tali che

| Xpn| = +o0, Y, — +oo
che realizzano i limiti superiore e inferiore, ovvero

lim F(X,) = liminf F(X) e lim F(Y,) = limsup F(X) .
n—00 |X| — 400 n—0oo |X| = +oo
X e Xen



Dimostrazione del lemma. Sia
L:= limsup F(X).

| X| — 400
X e

Ci sono quindi tre possibilita:
LeR, L=40c0 e L=-00.

Dimostreremo il lemma nel caso

L eR.

Per la definzione di L, esiste una successione (¢ )x>1 di limiti

0, = lim F(XF¥) dove XFeQ (perognin>1) e lim | X% = +o0,

n—oo n—o0

che converge ad L:
lim ¢, = L.

k——+o0

Ora, per ogni k > 1, possiamo trovare un indice n(k) (abbastanza grande) tale che

1
XEl =k e |F(Xkg) -] < o

Di conseguenza, la successione
. vk
Y, = Xn(k)

¢ tale che

lim |[Yy| =400 e  lim F(Y}) = L.
k—o00

k—o00

Dimostrazione di Proposizione 3. Sia

L:= limsup F(X).
| X| = +oo
X e

Inoltre, per ogni R € (0, 4+00) definiamo

g(R) = sup F.
QNOBRr

Mostreremo che

L = limsup g(R).
R—+o00

Per il Lemma precedente, abbiamo che esiste una successione Y,, € €} tale che

lim |Y,| =400 e lim F(Y,)=1L.

n—-+o00 n—-+o00

Ora, definendo
R, = |Y,|,

abbiamo che

F(Yn) < Sup F(Y) = g(Rn)
YGaBRnﬂQ

Passando al limite per n — co, otteniamo

L= lim F(Y,) <limsupg(R,) <limsupg(R).

n—+o00 n—+00 R—+c0
Viceversa, supponiamo che Rj sia una successione di raggi tale che:

o lim Ry=+400;
k——+o0



e la successione

9(R), k=1,
converge ad un qualche limite £ € RU {400} U{—0o0}.

Ora, per la definizione di

sup  FI(X),
XEQW@BRIC

su ogni sfera 0Bpg, possiamo trovare un punto Xy tale che

1
X, €0BR,NQY e  |F(Xp)—g(Ri)| < T
Abbiamo quindi costruito una successione X, € €) tale che

k—+o00

Per la definizione di
limsup F(X)
| X| = 4o
XeQ
si ha che
¢ < limsup F(X).

| X| — +oo
Xen

Siccome questa disuguaglianza vale per il limite ¢ di una qualsiasi successione g(Ry), abbiamo che

limsupg(R) < limsup F(X)=1L,
R—+o00 \X}\(—é goo

il che, insieme a (4), conclude la dimostrazione.



