Teoremi ed esercizi di Analisi 2 www.velichkov.it

Sviluppi di Taylor al primo e secondo ordine

DEFINIZIONE

Definizione 1. Sia F : R? — R una funzione di due variabili. Diciamo che F ammette uno sviluppo
di Taylor al primo ordine in (0,0), se esistono costanti

ceR; a,beR,

tali che
F(x,y) = c+ar + by + o(|(x, y)]).

Definizione 2. Sia F : R? — R una funzione di due variabili. Diciamo che F ammette uno sviluppo
di Taylor al secondo ordine in (0,0), se esistono costanti

ceR; a,beR; a,B,7eR,

tali che
F(x,y) =c+ax+by+ az? + By? + yay + o(|(z, y)|2)

UNICITA DELLO SVILUPPO DI TAYLOR
Proposizione 3. Sia I : R? — R una funzione di due variabili. Supponiamo che esistono delle costanti
CleR; al,bleR,

co €R; az,by R,

tali che
F(xay) = t+ar+ b1y+ O(|($7y)|)7

F(.Z'7y) =c2 + ar + b?y+ 0(|($7y)|)

Allora:
co=c, ar=ay, by =by.

Proposizione 4. Sia F : R?2 — R una funzione di due variabili. Supponiamo che esistono delle costanti
ct€R; a,bh€R; a1, 81, ER,

c2€R; ag,bpeR; g, f2,2€R,

tali che

F(z,y) = c1 + a2 + by + a12” + B1y® + may + o(| (2, y) ),

F(x,y) = 2 + agx + bay + ax’® + foy® + yoxy + o(| (z,9)]?).
Allora:

Ccl = C2,
ap =az , bl — b27
ap=ay, B=pF, 11=2.

Dimostrazione.



e Dimostriamo che ¢; = ¢3. Abbiamo che
F(z,y) =1 + a1z + by + a12® + B1y° + may + o[ (z,y)|?),
F(z,y) = 2 + asx + bay + asx® + Bay® + oy + o(|(z, y) [?).

Siccome,

T = 0(1)7 Y= 0(1)7 z? = 0(1)7 y2 = O(l)a Y = 0(1)’ 0(712) = O(T) =

otteniamo che

Facendo la differenza, otteniamo che

Quindi necessariamente co = c1.
e Dimostriamo che a1 = as e by = by. Abbiamo che
€1 =cy
F(z,y) = ¢1 + a1z + by + a1z + B1y? + yzy + o(|(z, v) %),
F(z,y) = ca + ag + boy + cox” + Bay® + oy + o(|(2,9) ).

Siccome,

otteniamo che

F(z,y) = c1 + a1 + by + o(1),

F(z,y) = c1 + azr + bay + o(1).
Quindi,

(a2 —ar)x + (ba — b1)y = o(r),
OVVEro

lim (CLQ — al)x + (b2 — bl)y —0.

(z,9)—+(0,0) Va? 4+ y?

In particolare,

0= limsup (a2 —a1)z + (b — br)y

(2,y)—+(0,0) Va+y?

= lim {sup ((ag —ay)cosf + (ba — bl)sine)}
0

r—0

= sup ((ag —ay)cosB + (by — by) sin@).
0

0= liminf (270t (b2=b)y

(z,y)—+(0,0) Va? 4+ y?

= lim { iréf ((a2 —ay)cosf + (by — by) sin@)}

r—0

— inf ((a2 —a1) cosd + (by — by) sin9>.
Di conseguenza,
(ag —aj)cosf + (by —by)sin® per ogni 6 € [0,27].

Prendendo 6 = 0, otteniamo
ag = aq.

Se prendiamo invece = 7, otteniamo
bo = by.



e Infine, dimostriamo che oy = ae, 1 = P2 € y1 = 2. Abbiamo che
F(z,y) = c1 + a1z + by + a1@” + B1y” + may + o(|(z,y) ),
F(z,y) = c1 + a1z + b1y + a22® + Bay® + oy + o[ (2, y) ).
Quindi, facendo la differenza, otteniamo che

(ag — a1)z® + (B2 — B1)Y* + (2 — 11)ay = o(r?),

OVVero
i 2= o)zt + (B = By’ + (e —m)ry _
(2,5)—(0,0) z? +y? '
In particolare,
_ 2 _ 2 _
0= limsup (a2 —ap)z” + (522 513.@ + (v2 — 1)y
(2,y)—(0,0) ety
= lin% { sup ((ag —aq) cos® 6 + (B2 — 1) sin? 6 + (72 — 1) cos @ sin 9) }
r— 0

= sup ((ag —ay)cos? 0 4 (B — B1)sin® 0 + (yo — 1) cos@sin@).
0

(a2 — ar)x? + (B2 — BU)Y? + (92 — 1)zy

0= liminf

(2.y)=(0,0) z? + y?
= lim { inf ((a2 —a) cos? 0 + (B2 — B1) sin? 0 + (2 — 1) cos fsin 9)}
r—0 0

= i%f ((a2 — o) cos? 0+ (B — B1)sin® 6 4 (42 — 1) cos Bsin 9).
Di conseguenza,
(g — a1) cos® O 4 (B2 — B1)sin? O + (o — 1) cosfsinf per ogni 6 € [0, 27].

Prendendo 6 = 0, otteniamo

s = Qq.
Se prendiamo invece = 7, otteniamo
B2 = Pr.
Infine, prendendo 6 = 7, otteniamo
Y2 =M.
ESEMPIO

Sia F(z,y) = e*T*¥. Siccome,

z+azy = O0(r) + O(r?) = O(r),

1
el =14+1t+ 5752 + o(t?),
otteniamo che

1
et =1+ (z +ay) + §($ + 2y)? + o(r?)

1 1
=l4+z+ay+ §$2 + 2%y + §x2y2 + o(r?)

1
=1l+x+xy+ 5902 + o(r?) + o(r?) + o(r?)

1
=1+:L‘+xy+§x2+o(r2).



