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o-piccolo e O-grande

0-PICCOLO E O-GRANDE PER LE FUNZIONI DI UNA VARIABILE

Definizione 1. Sia f : R\ {0} — R wuna funzione di una variabile.

e Dato k > 1, diciamo che

f@) = o(®),
se
lim LZ:) =0.
z—0 X
e Se invece k =0, diremo che
f(x) = o(1),
se
lim f(z) = 0.

Definizione 2. Sia f: R\ {0} — R wuna funzione di una variabile. Dato k > 0, diciamo che

se esistono 6 >0 e C > 0 tali che
()] < Cla|*  per ogni =z € (=6,9).
Osservazione 3. Proprieta di o-piccolo e O-grande:

e Se k>0 e f(x) =o(z¥), allora f(z) = O(x*), ovvero
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e Sek>1e f(x)=0(x"), allora fi:l:) = O(z"1), owvero
O(xﬂ,’k) — O(l’k_l>.

e Sek>1¢e f(x)=o(z"), allora f(xx) = o(z* 1), ovvero
O(zk) — 0($k—1)'

Sek>1 e f(z) = o(a¥), allora f(z) = o(z*~1), ovvero

o(xk) = o(xk_l) = o(xk_Q) =...=o(z?) = o(z) = o(1).

Sek>1ce f(x)=0("), allora f(x) = O(zF1), ovvero

O@F) =0 =0@EF2) = = 0(?) = O(x) = O(1).



Se k>0, f(z) =o(z*) e g(x) = o(x*), allora f(x)+ g(x) = o(z*), ovvero
o(z*) £ o(z*) = o(z).
Se k>0, f(z) =O0(") e g(x) = O(z*), allora f(z) £ g(z) = O(2*), ovvero
O(z*) £ 0(z*) = O(z").
Se k,m >0, f(z) = O(zF) e g(x) = O(x™), allora f(z)g(z) = O(x**™), ovvero
O(zF)O(z™) = O(z*+™).
Se k,m >0, f(z) = o(z*) e g(z) = O(a™), allora f(x)g(x) = o(xFt™), ovvero

o(z")O(z™) = o(z"T™).

Sek>0e f(z)=o(xF) e sem >0 e p(x) =o(z™), allora ¢(f(x)) = o(z*™).

Sek>1cef(x) =0 esem>0eqp(x)=0(™), alora o(f(x)) = O(zF™).

Sek>1e f(x)=0(xF) esem >0 epx)=o(x™), allora o(f(x)) = o(x*™). Infatts,

oel@) el () (f(w) )m .

z—0 gkm z—0 f(a:)m xk

Per ogni k > 0, abbiamo che x* = O(z*).

Sono noti gli sviluppi:

1 1
coszr=1— §$2+O(CB3) ; cosx=1-— §:U2+O(:U4) ;

sine =z 4 o(x?) ; sinz =2+ 0(z?) ;

1 1
e$:1+:p+§x2—|—o(az2); em:1+l‘+§x2+0(l‘3);

1ix:1+x+x2+o(:€2); lix:1+x—|—az2+0(x3);
! =1-—2+42°+o(2?) ; ! =1—z+42>40(%) ;
1+x 1+zx
1 1, 9 1 1, 3
\/mzl—i-ix—gx +o(x?) ; \/m:1+§x—éx +0(z?) ;



0-PICCOLO E O-GRANDE PER LE FUNZIONI DI DUE VARIABILI

Definizione 4. Sia F : R\ {(0,0)} — R una funzione di due variabili.

e o-piccolo. Dato k > 0, diremo che

Fla.y) = o, y)l) = o (Va2 +32)"),

se

i Flr,y)
im = =0,

(z,y)—(0,0) (\/xQ + y2)
ovvero se

|F(z,y)]

V)

Per ogni e > 0 esiste 6 > 0 tale che: 0 < |(z,y)|<d =

e O-grande. Dato k > 0, diremo che

Fla.y) = 0@ y)l") = o((Va>+47)"),

se

F
Esistono C >0 e § >0 tali che: 0<|(z,y)|<d = M<C.

(\/x2 + y2)k

0-PICCOLO IN COORDINATE POLARI

Sia F': R?\ {(0,0)} — R una funzione di due variabili. Sia k > 0. Allora,

F
(i lim 7(:6’ v) =0;

) (x,y)—)(0,0)( /$2+y2)k

€ equivalente a
(ii) Per ogni € > 0 esiste § > 0 tale che:

[F(z,y)|

0<(z,y)| <o = <e.

Siccome ogni punto (x,y) # (0,0) si puo scrivere come
x=rcosf, y=rsinf per r >0, 0€l0,2n],
abbiamo che (ii) & equivalente a:
(iii) Per ogni € > 0 esiste 6 > 0 tale che:

‘F(r cos 0,7 sin6)|

0<r<d e Hel0,2r] = k
,

<e.

Ora, osserviamo che l'affermazione (iii) ¢ equivalente a



(iv) Per ogni € > 0 esiste 6 > 0 tale che:

|F(rcos,rsin)|
k

0<r<d = sup
0€[0,27] r

<e.

Infine, per la definizione di limite, (iv) & equivalente a

(v)

_ { |F(rcos€,rsin9)|}
lim ¢ sup =0.

k
=0 | ge[0,27)] r

Abbiamo quindi dimostrato la proposizione seguente:

Proposizione 5. Sia F: R?\ {(0,0)} = R una funzione di due variabili. Sia k > 0.
Allora, sono equivalenti:

(1) Fz.y) = o(I(z.y)*).

(2) sup ‘F(rcosﬁ,rsin@)‘zo(rk).
0€[0,27)

Per alleggerire la notazione, introduciamo la seguente convenzione.

Definizione 6. Sia F : R?\ {(0,0)} — R una funzione di due variabili. Sia k > 0.

Diremo che F(rcos®,rsinf) = o(r*) se sup |F(rcosf,rsinf)| = o(rk).
0€[0,27]

O-GRANDE IN COORDINATE POLARI

Sia F': R%\ {(0,0)} — R una funzione di due variabili. Siano ¥ > 0 un numero intero e C' > 0 una
costante positiva. Allora, 'affermazione

(i) Esiste 6 > 0 tale che

|F(z,y)]

<C perogni 0<+/a2+y?2<§;

¢ equivalente a

(ii) Esiste 6 > 0 tale che:

|F(rcosf,rsinf)|

k <C perogni 0<r<d edogni 6€]l0,2n].
r

L’affermazione (ii) ¢ a sua volta equivalente a

(iii) Esiste 0 > 0 tale che:

|F(r cos@,rsinf)|
sup

0€0,27] rk

<C perogni 0<r<d.

Abbiamo quindi dimostrato la proposizione seguente:

Proposizione 7. Sia F : R?\ {(0,0)} — R una funzione di due variabili. Sia k > 0.
Allora, sono equivalenti:



(1) Fla.y) = O(|(@,y)l").

(2) sup ‘F(rcosﬁ,rsin@)‘:O(rk).
0€l0,27]

Come per 'o-piccolo, introduciamo la seguente convenzione.

Definizione 8. Sia F : R?\ {(0,0)} — R una funzione di due variabili. Sia k > 0.

Diremo che F(rcos,rsinf) = OrF) se sup |F(rcosf,rsinf)| = O(rk).
0€[0,27]

DEFINIZIONI EQUIVALENTI DI 0-PICCOLO E O-GRANDE

Proposizione 9 (Definizioni equivalenti di O-grande). Sia F : R?\ {(0,0)} — R una funzione di due
variabile. Siano k > 0 un numero naturale e C > 0 una costante reale. Allora, sono equivalenti:

(1) Esiste 6 > 0 tale che:
Pyl

(Va2+y2)"

0<|(z,y)) <6 =

(2) Esiste 6 > 0 tale che:

1
0<r<dé = — sup [F(rcos6,rsinf)| <C.
™ 9cl0,27)

(3) Per ogni successione r,, — 0, esiste N > 0 tale che

1
n>N = — sup |F(rpcosf,r,sinf) <C.
T 9€[0,2n]

(4) Per ogni successione (Tn,yn) — (0,0), esiste N > 0 tale che

(V22 +42)
Proposizione 10 (Definizioni equivalenti di o-piccolo). Sia F : R?\ {(0,0)} — R una funzione di due
variabile. Sia k > 0 un numero naturale. Allora, sono equivalenti:
F
(1)  lim ()

(z,y)ﬁ(0,0)( /$2+y2)k

(2) lim{1 sup ]F(rcosH,rsinH)\}:O.
=0 LT ge(0,2n)

n>N =

=0.

(3) Per ogni successione r, — 0,

1
lim { sup !F(rn0089,rnsin9)\}:0-

k
n=o0 [Ty 0€[0,27]

(4) Per ogni successione (Ty,yn) — (0,0),

lim {M} ~0.

n—oo



PROPRIETA DI 0-PICCOLO E O-GRANDE
e Sek>0e F(x,y) = o|(z,y)[¥), allora F(z,y) = O(|(z,y)|¥), ovvero
o|(z, y)I*) = O(I(z, y)[).
e Sek>2e F(x,y) = O(|(z,y)|¥), allora F(x,y) = o(|(z,y)*~1), ovvero

O(|(z,y)I*) = ol »)[*7).

o Sek>1e F(z,y) = O((z,y)|¥), allora ﬁff;ﬁ = O(|(z, y)|F1), ovvero
O(l(z, y)I) -
iy = Oyl
e Sek>1e F(x,y) = o(|(z,y)[*), allora F(;’y)Q = o(|(z,y)|*1), ovvero
T4 +y
o)) _
e Sek>1e F(x,y) = o(|(x,y)[¥), allora
F(z,y) = o(|(z,y)[" ™),
o(|(z,9)1*) = o(|(,y)[*) = ol(z, 9)|* %) = - = o(|(2,y)*) = ol|(2,y)]) = o(1).
e Sek>1e F(z,y) = O((z,y)*), allora
F(z,y) = O(|(z,y)[*"),
O(|(z,y)[*) = Oz, »I* 1) = O(|(&,y)|*?) = - = O(|(2,y)*) = O(|(z,y)]) = O(1).

o Sek >0, F(z,y) = o(|(z,y)[*) e G(z,y) = o(|(w,y)|"), allora

F(z,y) + G(z,y) = ol|(z,y)["),

o(|(z,9)|*) £ o(| (2, »)I*) = o(| (,y)[).

o Se k>0, F(z,9) = O(l(5, ") ¢ Gla,y) = O(1(z, )|¥), allora
F(z,y) £ G(z,y) = O(|(z,y)["),

ovvero

O(|(z,9) ) = O(|(,9)[F) = O(l(. y)I*)
e Se k,m >0, F(a,y) = O(|(z.y)|*) e G(z,y) = O(|(,y)|™), allora
F(z,y)G(z,y) = O(|(z,y) ™),

ovvero

O(|(z,9)")O(I(x, y)[™) = O(| (2, y)|**™).

6



e Se k,m >0, F(a,y) = of|(z.y)[) e G(z,y) = O((x,y)|™), allora

F(z,y)G(z,y) = o(|(z,y)|"*™),

ovvero

o(|(z, »I)O(|(z,9)™) = ol|(z, y)|*+™).

o Sek>0e F(z,y) = o|(z,y)|F) e se m > 0 e p(t) = o(t™), allora
p(F(z,y)) = ol|(z.y)|™™).

o Sek>1eF(z,y) =O0((z,y)F) e se m >0 e p(t) = O(™), allora
p(F(z,y)) = O(|(z, y)[™™).

e Sek>1eF(x,y) =O((z,y)|*) e se m >0 e p(t) = o(t™), allora
p(F(z,y)) = ol|(z,y)[™™).

e Per ogni kK > 0 e m > 0, abbiamo che

zty™ = O(|(z,y)I").

Infatti,

™| = |2y < (Ve +12) (Va2 +2)" = (@, y) [

QUALCHE ESEMPIO

e y=o(l); z=0(1);
¢ y=0(/22+1?) =0(r); ==0(/a?+¢?) =O0(r);

° y =0(1);

Verl
o siny = O(y/2% +¢%) = O(r) ;
o cosz—1=0(?+1) =0(?) ;
o ¢ =1+0(/a? +y?) =1+0(r) ;
e cosy=14o0(/22 +42) =1+o0(r) ;

=140 +y*)=1+003) =1+ o(r) .

142y



