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Liminf e limsup

DEFINIZIONI

Definizione 1. Siano Q un insieme in R? e Xo € Q un punto di €.
Sia F: Q\ {Xo} — R una funzione a valori reali.

e Definiamo limsup F(X) come
X — Xo
X e

sup {E € RU{+o0} : esiste una successione X, — Xo, X, € Q, tale che nh_}n(a)O F(X,) = E}.

e Definiamo liminf F(X) come
e

inf {E € RU{+o0} : esiste una successione X, — Xo, X, € Q, tale che lim F(X,)= E}.

n—oo
Inoltre, se X ¢ un punto della parte interna di 2, allora scriveremo semplicemente

limsup F(X) e liminf F(X).
X—Xo X—Xo

LIMITI, LIMSUP E LIMINF

Teorema 2. Consideriamo un insieme Q C R ed un punto Xo € Q2. Dati una funzione F : Q\{Xo} —
R ed un L € RU{*o0}, sono equivalenti:

(1) lim F(X)=1L;

X — Xo
X eQ
(2) liminf F(X) = limsup F(X)=1L.
X = Xo X = Xg
Xen Xeq

Dimostrazione. Definiamo 'insieme Z come

7= {E € RU{£o0} : esiste una successione X,, - Xy, X,, € Q, tale che lim F(X,) = 6}.

n—oo
Dimostriamo prima che (1) implica (2). Siccome per ipotesi

lim F(X)=1L,
X — Xo
X e

abbiamo che per ogni successione
XHEQ\{X()}, lim X,, = Xp,
n—oo

si ha che
lim F(X,)=0L.

n—oo

Di conseguenza,
I= {L} )

il che implica (2).



Supponiamo ora che (2) sia vero. Allora:
supZ =infZ = L.

Di conseguenza,

T=1{L}.

Data una successione
XTLEQ\{X()}, lim X,, = Xp,
n—00

supponiamo che
lim F(X,)#L.

n—oo

Allora, esiste una sottosuccessione
Xy, € Q\ {Xo}, lim X, = X,
k—o0

tale che

lim F(X,)=/¢eRU{+oo} e (#L.

n—o0

Mavquesto implicherebbe che ¢ € 7 il che € impossibile. Quindi lim F(X,) = L.
n—oo

LIMSUP E LIMINF IN COORDINATE POLARI

Proposizione 3. Siano F : R?\ {(0,0)} — R una funzione ed L € R U {+o0}.
Allora, sono equivalenti:

(i) limsup F(z,y)=L;
(2,y)—(0,0)

(ii) limsup{ sup F(pcos 9,psin9)} =1L.
p—0t  *6ef0,2n]

Dimostrazione. Per ogni p > 0 definiamo

9(p) :=sup F.
9B,

Inoltre, siano A, B C RU {£oo} gli insiemi

A= {a € RU{xoo} : esiste una successione X, — 0, X, #0, tale che lim F(X,)= a}.
n—oo

B = {b € RU{£oo} : esiste una successione p, — 0, p, >0, tale che le g9(pn) = b}.

Mostreremo che
sup A = sup B.

Sia a € A. Allora, esiste una successione X,, — 0 tale che

lim F(X,) = a.
n—oo
Ora, definendo
pn = |XTL|7

abbiamo che
F(X,) < sup F = g(pn).

BPn

Passando al limite per n — oo, otteniamo

a= lim F(X,) <limsupg(p,) < limsupg(p) = sup B.

n—+00 n—+o0o p—r+00



Siccome questa disugaglianza ¢ vera per ogni elemento a € A, otteniamo che
sup A < sup B.
Sia ora b € B. Allora, esiste una successione di raggi pr > 0 tale che

li =0 li =b.
dme=0 e lm oo

Per la definizione di

sup  F(X),
X€oBy,

su ogni sfera 0B, possiamo trovare un punto Xj, tale che

1
X €0By, e |F(Xk)—glp)| < %
Abbiamo quindi costruito una successione X € €) tale che
| Xk =pr =0 e lim F(Xg)=b.
k——+o00
Per la definizione di
lim sup F'(X)
X—=0
si ha che
b < limsup F(X) = sup A.
X—0
Siccome questa disuguaglianza vale per ogni b € B, otteniamo che
supB <supA,
il che conclude la dimostrazione. O

Proposizione 4. Siano F : R?\ {(0,0)} — R una funzione ed L € R U {+o0}.
Allora, sono equivalenti:

i) liminf F(z,y)=L € RU{+o0};
() Jimint F(z.) {oo)

(ii) lzrg(l)rif { eel[g,f%} F(pcosb, psin 0)} =L.

UN ESEMPIO DI CALCOLO DI LIMSUP E LIMINF

Esempio 5. Studiare il comportamento (esistenza di limite, limsup e liminf), per (z,y) — (0,0), della

funzione seguente:
Y

Ve + g2 (1+y2)

F(.T,y) =

Soluzione. In coordinate polari abbiamo

psinf B sin 0
p(1+4 p2sin?0) 1+ p2sin®6’

F(pcosf,psinf) =

Fissiamo p > 0 e studiamo la funzione
sin 0
210,27 = R, 0) = ———.
fP [ ﬂ—] fp( ) 1—|—p2sin29

Per trovare il massimo e il minimo di f, su [0, 27|, calcoliamo la derivata

cosf (1 — p?sin? )
(1 + p2sin? 6)2

fo0) =

Quindi, abbiamo le seguenti possibilita per i punti di massimo e di minimo, 0y e 0,,, di f,:



(1) O (rispettivamente 6,,) ¢ uno degli estremi dell’intervallo [0, 27];

(2) cos(fpr) = 0 (rispettivamente cos(6,,) = 0);

(3) sin(0yr) = :I:% (rispettivamente sin(f,,) = i%).

Nel caso (1), abbiamo che
fo(0) = fo(2m) = 0.

Nel caso (2), osserviamo che:

se cosf =0 allora necessariamente sin(f) =1 oppure sin(d) = —1
e quindi
fo(0) = 1+1p2 oppure fo(0) = _1+po'
I1 caso (3) invece non puo verificarsi se p > 1.
Mettendo insieme i tre casi, abbiamo:
1 1
0e[0.27] T = 1+ p? ¢ ee%iélﬂ Jo = 142

Di conseguenza,

o o . . 1
gt P00 = it { i o} = i (— ) = 1

1
limsup F'(X) = limsu {max } = lim =1
X—>Op 0 p%Op [0,27] Jo p—0 1 + p?

Il limite lim F'(X) invece non esiste. O
X—0

UN TEOREMA UTILE PER IL CALCOLO DI LIMSUP E LIMINF

Teorema 6. Consideriamo un insieme Q C R? ed un punto X € Q. Consideriamo due funzioni

FQ\{X@}—)R e G:Q\{Xo}—)R,

tali che
Jim (F(X) - G(X)) = 0.
X e
Allora,
limsup F(X) = limsup G(X) e liminf F(X)= liminf G(X).
X — Xg X — Xg X = Xo X = Xg
Xeq X eQ Xen Xen

Dimostrazione. Per ipotesi, per ogni successione
X,eQ, lim X, =X,
n—oo

si ha che
lim <F(Xn) - G(Xn)> =0.

n—oo

Quindi, i seguenti due insiemi coincidono

n—oo

A :=sup {E € RU {400} : esiste una successione X,, — Xy, X,, € , tale che lim F(X,) = f} ;

B :=sup {E € RU{+oo} : esiste una successione X, — Xo, X, € Q, tale che lim G(X,)= E} .

n—oo



Di conseguenza,
supA =sup B e inf A = inf B,

OVVero
limsup F(X) = limsup F(X) e liminf F(X) = liminf F(X).
X — Xg X — Xg X = Xo X — Xo
Xeq Xeq X en X en

Esempio 7. Calcolare limsup e liminf, per (x,y) — (0,0), della funzione

P _ siny
(z,y) = \/Tiyz .
Soluzione. Definiamo la funzione y
G(x,y) =

Vi + y?
Di conseguenza,,

siny —

Ora, ricordiamo che siccome
R 3
siny =y — =y° +o(y”),

abbiamo che esistono costanti B > 0 e C' > 0 tali che
|siny —y| < Cly|> per ogni y € (—R,R).
Siccome |y| < /22 + y2, abbiamo che

|siny —y| < Cly]® < C(va? +y2)3 per ogni (z,y) € Bpg.

Quindi, per ogni (z,y) € Br,

_lsiny—y| _ OV +4)
TVaR 2 T Va2

‘F(l’,y)—G(l‘,y)‘ SC(JJ2+Q2),

il che implica

li F -G —0.
(x,y)lirtﬂ,O)< (z,y) (:L‘,y))

Applicando il teorema precedente, otteniamo

limsup F(x,y) = limsup Y liminf F(z,y) = liminf Y

(z,9)—(0,0) (z,9)—(0,0) /22 + y? (z,y)—(0,0) (2y)—0,0) /22 + 2

Ora, osserviamo che in coordinate polari

@

G(pcos 0, psin@) = siné.

Di conseguenza
sin ( psin 9)
{ sup 7}
0€[0,27] p

lim sup

= limsup{ sup sin@} =1,
p—0

p—0 0€[0,27]

lim inf { inf mApERY) (p o 0) }

- hminf{ inf sine} "
p—0 0€[0,27] p

p—0 0€[0,27]



Ecco un secondo esempio di calcolo di limsup e liminf. Osserviamo che siccome

1 zy? 1 .
—5 < .7,‘2 ¥ y4 < 5 per ogni (x,y) 7£ (070)7
con uguaglianze raggiunte quando z = y? e x = —y?, si ha che
2 2
1
lim sup = e lim inf e .

@y 00 T2yt 2 (@y)—(00) 22 +yt 27

Esempio 8. Calcolare il limsup ed il liminf, per (xz,y) — (0,0), della funzione

2
_ Y
Dimostrazione. In coordinate polari abbiamo
3 cos @ sin @ 7 cos O sin” 0

F(rcosf,rsinf) = = .
( ) r2¢c0s26 +risin*@  cos26 + r2sint o

Quindi
O [F(r cosf,rsin 9)} =0
se e solo se
0 =0y {r cos 0 sin® 0} (C082 0 + r? sin* 0) — rcos@sin® 09y {cos2 0 + r? sin? 9}
= (2r sin @ cos® § — rsin® 0) (COS2 0 + r? sin* (9) — rcosfsin? 6 ( — 2sin 0 cos 0 + 412 sin®  cos 9)
= rsinf (2 cos? @ — sin? 9) (cos2 6 + r?sin? 0) +rsind (2 sin? @ cos? 6 — 4r? sin 6 cos? 9)
=rsinf|cos? (2 — sin? 9) + 72 ( sint <2 cos? f — sin® 9) — 4sin 0 cos? 9)]

=rsinf COS2(9< —Sin29) —r2(sin60+281n4900529)}

[ 2
= rsin9[60826<2 — sin® 9) — rQSin40<1 + cos? 9)}

Quando sin # = 0, abbiamo che F(r cos 8, rsin «9) =0.

Consideriamo il caso 5 4 )
r“sin®*0(1 4+ cos” 0
cos? ) = ( — ) .
2 —sin“ 6

Allora,
cos?h < 2r2,

e di conseguenza
sin?f =1 —cos>0 = 1+ O(r?).

Tornando all’equazione per 8,

2 2 2
9 _r(l—i-O(r))(l—i-O(r))_ 5 9
cos” 6 = >~ (14 007)) =1r*(140(r?)).
Quindi,
2/1+40(@r?) (1+ O(r?
sup F(rcos6,rsinf) = " 00 (1+00%) 5 :%‘1‘0(7"2)%
9 r2(1+0(r?)) + r2(1 4+ O(r?))
2 1 2 1 2
inf F(rcosf,rsinf) = — - +0(?) (1+0(%)) 5 = —E—I—O('r?).
Y r2(1+0(r?)) + r2(1 + O(r?)) 2
Di conseguenza,
I F(rcos0,rsinf) = - lim inf inf F(r cos 6, rsin ) = —
H;lj(t)lps%p reosd,rsing) = 5 e iminfinf F'(rcosf,rsinf) = —2



Osservazione 9. Osserviamo che date due funzioni
f:0,2n] = R e g:[0,27] = R
valgono le disuguaglianze

sup f+ inf g < sup(f+g¢) < sup f+ sup g;
[0,27] [0,27] [0,27] [0,27] [0,27]

inf f+ inf g < inf (f+g) < inf f+ supg.
[0,27] [0,27] [0,27] [0,27] [0,27]

In particolare, date due funzioni
F:R2\{(0,00} =R e G:R*\{(0,0)} =R,

tali che

[l)ii% { eeS[BlEW} }G(pcos@,psin@)}} =0,

allora

p—0 6€[0,2m] p—0 6€[0,27]

p—0 0€[0,27] p—0 0€[0,27]

lim sup{ sup (F(p cos 6, psin 9)—|—G(p cos B, psin 0))} = lim sup{ sup F(p cos B, psin 9)} ;

lim inf{ inf (F(p cos f, psin 0) —|—G(pcos 0, psin 9))} = lim inf{ inf F(p cos 6, psin 0)

J-

Esercizi sui limiti, liminf e limsup

Esercizio 10. Studiare il comportamento (esistenza di limite, limsup e liminf), per (x,y) —

delle funzioni sequenti:

:c2+y2
1) Fla,y) = —— 4% .
(1) F(z,y) R
22— zy? — 2
(2) F(z,y) = 22+ o2 ;
333—1—:621/2
3) F = :
(3) F(z,y) EEral
ef —1
() Fla,y) = ———1_;
VTt y
em+y_1
VI +y
et —e¥
(6) Fla,y) = 2,
Ve +y
(7) Fla.y) = cos(y/z? +y?) — cosx
) xz—’_yz J
(8) Fla,y) = cos(z) — cos(y) ;
/$2+y2
Y _ 1) si
(9) Fla,y) = (L Lsinz

(@2 y?)

(07 0)7




