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Limiti in coordinate polari

Proposizione 1. Sia F : R?\ {0} — R una funzione a valori reali.
Dato un numero reale £, sono equivalenti:

() lim F(X) =(;

ii) li F—1t|:=0.
(ii) lim {%1]13;:‘ ‘}

p—0F
Dimostrazione. Supponiamo che (i) non vale. Allora esistono € > 0 ed una successione X,, — 0 tali che
|F(Xy,) =4 >e¢ per ogni n € N.
Poniamo p,, := |X,,|. Allora, abbiamo che

pn —0 e sup |F — (| > |[F(X,) — (| > €,
aBPn

e quindi (ii) non vale.
Supponiamo che (ii) non vale. Allora, esistono £ > 0 ed una successione p, — 0 tali che

sup ‘F—€‘>5 per ogni n € N.
8BP7L

Di conseguenza, su ogni sfera dB,,, esiste un punto X, tale che
€

|F(Xn)— €| > 5

Siccome | X,| = pp, — 0, abbiamo che (i) non vale. O

In dimensione d = 2 possiamo riscrivere questa proposizione nel modo seguente:

Proposizione 2. Sia F : R?\ {(0,0)} — R una funzione a valori reali.
Dato ¢ € R, sono equivalenti:

i lim F(x,y) =4;
® (z,y)—(0,0) (.9)

(i) pl_igl+ {ees[légﬂ] ‘F(pcos@,psin@) 4 ‘} =0.

Proposizione 3. Sia ' : R?\ {0} — R una funzione a valori reali. Allora, sono equivalenti:

) lim F(X) = +oo;
(1) lim F(X) = +oo;

anhm{muﬁz+m.
p—0t LOB,
Dimostrazione. Supponiamo che (i) non sia vero. Allora, possiamo trovare una costante M > 0 ed una

successione X,, — 0 tali che
F(X,) <M per ogni n € N.



Poniamo p,, := | X,|. Allora, abbiamo che

pn — 0 e inf FF < F(X,) <M,

Pn
e quindi (ii) non vale.
Supponiamo ora che (ii) non sia vero. Allora, esistono M > 0 ed una successione p, — 0 tali che

inf F< M per ogni n € N.

Bl’n

Di conseguenza, su ogni sfera 0B,,, esiste un punto X, tale che
F(X,) <M.

Siccome | X,| = pp, — 0, abbiamo che (i) non vale. O

Proposizione 4. Sia F : R?\ {(0,0)} — R una funzione a valori reali.
Allora, sono equivalenti:

i lim Fl(z,y) = +o0;
® (z,y)—(0,0) (=.9)

(ii) pl;r(l)l+ {961[{)1,2#] F(pcosf, psin 9)} = +00.

Proposizione 5. Sia ' : R?\ {0} — R una funzione a valori reali. Allora, sono equivalenti:
i) lim F(X) = —oo;
(1) lim F(X) = —oo;
(ii) lim {supF} = —00.
p—0t L 9B,

Dimostrazione. Supponiamo che (i) non sia vero. Allora, possiamo trovare una costante M > 0 ed una
successione X,, — 0 tali che

F(X,)>-M per ogni n € N.
Poniamo p,, := |X,,|. Allora, abbiamo che

Pn— 0 e sup F < F(X,,) > —M,
8BPn

e quindi (ii) non vale.
Supponiamo ora che (ii) non sia vero. Allora, esistono M > 0 ed una successione p, — 0 tali che

sup F' > —-M per ogni n € N.
aBPn

Di conseguenza, su ogni sfera dB,,, esiste un punto X, tale che
F(X,)>-M.

Siccome |X,| = p, — 0, abbiamo che (i) non vale. O

Proposizione 6. Sia F : R?\ {(0,0)} — R una funzione a valori reali.
Allora, sono equivalenti:

i lim Fl(z,y) = —o0;
® (z,y)—(0,0) (=:9)

ii) lim sup F(pcosf,psinh) y = —cc.
(1) P_>0+{9€[0,27r] ( )}




ESEMPIO DI STUDIO DI UN LIMITE IN COORDINATE POLARI

Esempio 7. Dire se esiste (e se esiste, calcolarlo) il limite

(= lim F(x,y) dove F(x,y) = Y

(@) ~{00) Va2 (14 )

Soluzione. Consideriamo il limite direzionale
lim F(tV)
t—0t

nella direzione V' = (1,0). Siccome
F(x,0)=0 perogni z€R,

abbiamo che
lim F(tV) = lim F(t,0)=0.

t—0t+ t—0t
Quindi, se il limite

(= lim F(z,
(z,y)—(0,0) (@.9)

esiste, allora necessariamente
{=0.
Per vedere se effettivamente

lim F(z,y) =0,
(z,y)—>(0,0) ( y)

scriviamo la funzione F' in coordinate polari:
psin 6 B sin 6
p(1+p~2sin?6) 1+ p~2sin?6’

Fissiamo un raggio p > 0 e studiamo la funzione

fo:]0,2n] = R, fo(0) :

F(pcosb, psin®) =

B sin 6
14 p2sin%6’
Per trovare il massimo di |f,| su [0, 2], calcoliamo la derivata
£(0) = cosf (1 — p~2sin?0)
P (14 p2sin? 6)2

Quindi, abbiamo le seguenti possibilita per il punto di massimo 6y, del modulo |f,|:

(1) il massimo & raggiunto negli estremi dell’intervallo: 65, = 0 oppure 0y, = 27;
(2) cos(fp) = 0;

(3) sin(far) = £p.
Nel caso (1), abbiamo semplicemente che f,(6a7) = 0.
Nel caso (2), osserviamo che necessariamenre sin(67) = £1 e quindi
1 P>

O ) = = .
|fp|( M) 1"‘,072 ]-+P2

Nel caso (3), abbiamo che
p
|fp|(9M) = 9
Quindi,
2

A
= 07777}:7'
s fp=max {0, 045 0 =0

Di conseguenza

. . . P
lim { sup |F'(pcos@,psinf }: lim = =0
=0T L gcl0,27) ‘ ( ) ‘ p—0+ 2

e quindi il limite ¢ esiste ed e uguale a zero.



