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Insiemi connessi per archi

DEFINIZIONE

Definizione 1. Diciamo che un insieme Q2 C R? ¢ connesso per archi (c.p.a.) se per ogni coppia
di punti X,Y € RY, esiste una funzione continua v : [0,1] — R¢ (detta arco o curva) tale che

70)=X, AH1)=Y, A(1t)eQ perogni tel0,1].

\

Osservazione 2. Se Q) C R" ¢é un insieme connesso per archi e se F': 0 — R™ ¢
una funzione continua, allora anche l'insieme F(2) é connesso per archi.

TEOREMA DEL VALORE INTERMEDIO

Teorema 3 (Teorema del valore intermedio). Siano @ C R™ un insieme connesso per archie F : Q — R
una funzione continua. Allora, per ogni numero reale ¢ € R tale che

inf F < c<supkF,
Q Q

esiste un punto X, € Q) tale che F(X.) = c.

APERTI CONNESSI PER ARCHI

Teorema 4. Sia Q C R? un insieme aperto. Allora Q2 é connesso per archi se e solo se vale la proprietd
sequente: non esistono due aperti A e Ao in R® tali che:

(1) Ay #0 e Ay #0;
(2) Ay e As sono disgiunti: Ay N Ag = 0;
(3) Q=A,UA,.

Dimostrazione. (=). Supponiamo per assurdo che A; e Az sono due aperti che soddisfano le proprieta
(1), (2) e (3). Prendiamo due punti X; € A; e Xy € As. Sia o : [0,1] — Q un arco che collega X; a
X, ovvero:

a(0) = X, (1) = Xo, o(t) € Q perogni tel0,1].

Sia
T = sup {t cl0,1] : o(t) e Al}.
Dimostreremo che

o(T) ¢ Ay e o(T) ¢ As.

Supponiamo per assurdo che o(T') € Ay. Per la continuita di o e il fatto che As & un aperto, abbiamo
che esiste € > 0 tale che
o(s) € Ay perogni se (T —¢e,T+¢),

il che contraddice la definizione di 7. Quindi o(T") ¢ As. In particolare, T' < 1.



Supponiamo che o(T) € A;. Siccome A; & aperto e o : [0,1] — R? & continua, esiste £ > 0 tale che
o(s)€ Ay perogni se (T —¢e,T+¢),
il che di nuovo contraddice la definizione di T' come estremo superiore. Quindi o(7") ¢ As.
In conclusione, abbiamo trovato un punto
o(T) € Q\ (A1 U Ay),

il che vuol dire che non esistono due insiemi A; e A con le proprieta (1), (2) e (3).
Dimostriamo ora la freccia (<=). Sia Xy € € un punto fissato. Definiamo 'insieme
A= {X € ) : esiste una curva o : [0, 1] — Q che collega 0(0) = X a o(1) = X}

Dimostreremo che gli insiemi A e  \ A sono entrambi aperti. Useremo la seguente proposizione.

Osservazione 5. Siano Q0 C R™ un insieme dato e Xg € €.
Supponiamo che i punti X,Y € Q siano tali che:

e esiste una curva o : [0,1] — Q che collega 0(0) = Xg a (1) = X;
e il segmento
[X,Y] = {X Ys(Y —X) : selo, 1]},
e contenuto in €.

Allora, la curva

o(t) per tel0,1],

~v:10,2] = Q:, y(t) = {X—i—(t—l)(Y_X) per te€[l,2],

collega Xo a Y.

Dimostriamo ora che A & aperto. Sia X € A. Per la definizione di A abbiamo che X € ) e che esiste
un arco che collega Xy a X (in Q). Per il fatto che Q ¢ aperto, abbiamo che esiste un raggio r > 0 tale
che B,(X) C Q. Per ogni punto Y € B,(X) sappiamo che il segmento [X,Y] ¢ contenuto in B,(X) e
quindi anche in €; per l'osservazione precedente, possiamo trovare un arco che collega Xy a Y. Si ha
quindi che Y € A. Siccome Y era un punto qualsiasi di B,(X), otteniamo che B, (X) C A.

Rimane da dimostrare che anche 2\ A & aperto. Sia X € 2\ A. Siccome Q) & aperto, abbiamo che
esiste un raggio r > 0 tale che B,(X) C Q. Sia Y € B,(X) un punto qualsiasi. Se per assurdo Y € A,
allora esisterebbe una curva che collega Xy a Y in Q. D’altra parte, il segmento [Y, X] & contenuto in
B,(X) e quindi anche in Q. Per l'osservazione di sopra si avrebbe che X € A, ma questo ¢ impossibile
perché lipotesi di partenza era X € Q\ A. Abbiamo quindi dimostrato che

seY € B (X), alloraY ¢ A,
il che vuol dire che B,.(X) C Q\ A.

In conclusione, abbiamo dimostrato che la coppia di insiemi A; := A e Ag := '\ A ¢ una coppia di
insiemi aperti. Osserviamo che per ipotesi A # ) (contiene il punto Xy) e per costruzione si ha:

AiNAs =10 e AU Ay =0
Siccome abbiamo che per ipotesi non possono esistere due insiemi aperti tali che:
o A £ De Ay # 0,
e A; e Ay sono disgiunti: Ay N Ay =0,
e 0 =AUA,,

dobbiamo necessariamente avere che Ay = (), ovvero Q = A. O



