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CALCOLO DELLE VARIAZIONI A - DOMANDE PER L'ESAME

1. TEOREMA DI RELLICH
Domanda 1.1. Dimostrare la proposizione seguente
Lemma. Siano u € H'(R?) ey € RY. Allora
[u(z +y) —u(@)llr2 < |yl IVullL2(ga).
Domanda 1.2. Usando la proposizione precedente, mostrare la stima sequente.

Lemma. Sia ¢ € C°(R?) una funzione tale che:

© >0 suRY; il supporto di @ & contenuto in Bi; / o(x)de = 1.
B,

Per ogni € > 0 definiamo la funzione
6e(@) = —g0(/e).
Allora, per ogni u € H'(R?), abbiamo la stima
lu* e — ullL2ray < €||VullL2(ray-

Domanda 1.3. Usando i risultati precedenti, dimostrare il sequente teorema.

Teorema (Teorema di Rellich in domini limitati). Sia Q un aperto limitato in R. Se u,, & una sottosuccessione
limitata di H}(Q), allora esistono una funzione u € HE(Q) ed una sottosuccessione di uy, (che indichiamo ancora

con (uy)) tali che:
o u, converge a u debole H';
e u, converge a u forte L?;
o u,(x) converge a u(x) per quasi-ogni x € RY.

Domanda 1.4. Usando il teorema precedente e la disuguaglianza di Gagliardo-Nirenberg-Sobolev, mostrare il

sequente risultato piu generale.

Teorema (Teorema di Rellich per domini di misura finita). Sia Q un aperto di misura finita in R, Se u,, ¢
una successione limitata di H}(Q), allora esistono una funzione u € H}(Q) ed una sottosuccessione di uy,, (che

indichiamo ancora con (uy,)) tali che:
o u, converge a v debole H';
e u, converge a u forte L*;
o u,(x) converge a u(x) per quasi-ogni v € RY.

DOMANDE ED ESERCIZI COLLEGATI

Esercizio. Data una funzione di Sobolev F € H*(R?), consideriamo l'insieme

K= {u e HY(RY) : |u| < F}

Se u, ¢ una successione in K, limitata di H'(RY), allora esistono una funzione v € H'(R?) N K ed una

sottosuccessione di u, (che indichiamo ancora con (uy)) tali che:
e u, converge a u debole H';
e u, converge a u forte L?;
e u,(z) converge a u(z) per quasi-ogni x € RY.




2. TRASLAZIONI E FUNZIONI DI SOBOLEV

Domanda 2.1. Dimostrare la proposizione sequente
Teorema. Siano u € H'(R?) ey € R%. Allora

lu(z +y) — u(@)llrz < [yl Vullr2@a).-
Domanda 2.2. Mostrare che vale anche l'implicazione opposta.
Teorema. Siano u € H'(RY) e y € R, Allora

[u(z +y) —w(@)llrz < [yl [Vullp2ra).-
Usare il fatto che

|u(z +y) — u(z)||L2 = sup { /Rd (w(@+y) —u(@)y(x)de : P e C(RY), ||¥||2 = 1}.

DOMANDE ED ESERCIZI COLLEGATI

Teorema (Poincaré). Sia Q un aperto limitato in R. Allora,
/ u? dr < 4diam(Q)/ |Vul? dz,
Q Q

per ogni u € H} (D).

Proposizione. Sia Q un aperto limitato in R? e sia u € H}(Q). Se Vu =0 in Q, allora u =0 in Q.




3. INF E sup
Domanda 3.1. Mostrare il lemma segquente.
Lemma (Composizione con funzioni C'). Sia F : R — R una funzione di classe C' e tale che

F0)=0 e L:=|F'| e < oo.

Siano Q@ C R* un aperto e uw € H'(Q). Allora anche la funzione

Flu): Q=R
e una funzione di Sobolev e

9;(F(u)) = F'(u) 9ju.

Domanda 3.2. Usando il lemma precedente, mostrare il teorema sequente.

Teorema (La parte positiva di una funzione di Sobolev). Sia Q un aperto in RY e sia u € HY(Q). Allora la
funzione
uy (z) = max{u(z),0}
¢in HY(Q) e
Vu+ == ]1{u>0}Vu

DUE CORROLARI DA SAPERE

Teorema (Il gradiente di una funzione di Sobolev & locale). Siano  un aperto in R? e u € H'(Q). Allora
Vu= ll{u>0}Vu + ﬂ{u<0}Vu.
In particolare,
Vu=0 Lebesgue quasi-ovunque su {u = 0}.
Di conseguenza, se u e v sono due funzioni in H*(SY), allora
Vu= Vv Lebesgue quasi-ovunque su {u = v}.
Teorema (Modulo di una funzione di Sobolev). Siano Q un aperto in R? e u € H*(Q). Allora |u| € H' (),
V|u| = ll{u>0}Vu - ﬂ{u<0}vu.

In particolare,
[V|ul| =|Vu| g¢o. in Q.

ESERCIZI E DOMANDE

Esercizio. Siano Q un aperto di misura finita in R? e uw € H*(Q). Mostrare che per ognit € R le funzioni
u At(x) == min{u(x),t} e (u—t)4(x) := max{u(z) — t,0}
sono in HY(Q) e
V(uAt) =Ty Vu e V(u—t)y =Ty Vu.
Esercizio. Siano Q un aperto (non necessariamente di misura finita) in R? e u € HE(2). Mostrare che per
ogni t > 0 le funzioni
u A t(x) := min{u(x),t} e (u—t)4(x) := max{u(z) — t,0}
sono in HX(Q) e
V(uAt) =Ty Vu e V(u—t)y =gy Vu.
Proposizione (Sup, inf e lo spazio H}). Siano Q un aperto in R? e u € H} (). Allora, le funzioni
uy , u— e |ul=uy +u_
sono in HE(Q).
Proposizione. Siano Q un aperto in R% e u € H} (). Allora, per ognit > 0 le funzioni
u A t(x) == min{u(x),t} e (u—1t)4(x) := max{u(z) — t,0}
sono in H}(Q).




4. INF E SUP - VERSIONE ALTERNATIVA
Domanda 4.1. Mostrare il lemma segquente.

Lemma (Composizione con funzioni C'). Sia F : R — R una funzione di classe C* e tale che
F(O)ZO € L= ||F/HL°°(R) < 0.
Siano Q C R? un aperto e uw € HY(Q). Allora anche la funzione
Flu): Q=R
¢in HI () e
0;(F(u)) = F'(u) ju.
Domanda 4.2. Usando il lemma precedente, mostrare il teorema sequente.
Teorema (La parte positiva di una funzione di Sobolev). Sia Q un aperto in R? e sia u € HL (). Allora la
funzione
uy () = max{u(x),0}
¢in HHQ) e
VU+ = ]l{u>0}Vu.

DUE CORROLARI DA SAPERE
Teorema (Il gradiente di una funzione di Sobolev & locale). Siano Q un aperto in R? e u € H}(Q). Allora
Vu =10 Vu + M0y V.
In particolare,
Vu=0 Lebesgue quasi-ovunque su. {u = 0}.
Di conseguenza, se u e v sono due funzioni in Hi(Q), allora
Vu = Vv Lebesgque quasi-ovunque su {u = v}.
Teorema (Modulo di una funzione di Sobolev). Siano Q un aperto in R? e u € H}(Q). Allora |u| € H} (),
Viu| = M gy50y Vu — Ty <01 V.

In particolare,
|V]ul| = [Vu| gq.o. in Q.

ESERCIZI E DOMANDE
Esercizio. Siano Q un aperto (non necessariamente di misura finita) in R? e u € HE(2). Mostrare che per
ogni t > 0 le funzioni
u A t(x) := min{u(x),t} e (u—t)4(x) := max{u(z) — t,0}
sono in H(Q) e
V(unt) =Ty Vu e V(u—1t)y =Ly Vu.




5. LIMITATEZZA DELLE SOLUZIONI
Domanda 5.1. Mostrare il teorema sequente.

Teorema. Sia Q un aperto di misura finita in R? e sia f € LP(Q), dove p > %. Allora la soluzione debole
u € HHQ) di

—-Au=f in Q, u € Hy ().
e limitata e si ha la stima

2p—d
pd |

[ullee < Capll fllzr |2

ESERCIZI COLLEGATI

Esercizio. Nell’ipotesi del teorema precedente, mostrare che per ogni t > 0

Cq, 2p—d
1w =)l < == ller |2 75

dove

O = {u>t}
Esercizio. Nell’ipotesi del teorema precedente, mostrare che se p = 0o, allora per ogni t > 0 si ha
= 8) 1l < Callfllooe 2]

Esercizio. Siano Q un aperto di misura finita in R, f € L>(2). Allora, la soluzione debole u € H3(Q) di

-Au=f in Q, u € Hy(Q),
e limitata e si ha la stima . )

lullz= < CallFIIEZ Il 1%,

Esercizio. Siano Q un aperto di misura finita in R, f € L>(2). Allora, la soluzione debole u € H3(Q) di

—-Au=f in Q, u € Hy(Q),
e limitata e si ha la stima

_d 4
lullz= < Call FIES ull T2

Domanda 5.2. Usando [’esercizio precedente, dimostrare il teorema sequente.

Teorema. Sia ) un aperto di misura finita in R? e sia u € HE(Q) una soluzione di
—Au=Xu in Q, u € HY (), /qu:zzzl.
Q

Allora, u € L e si ha la stima
d
[ul| e < Car™,
dove Cy é una costante dimensionale.



6. TEOREMA DELLA TRACCIA IN Bpg
Domanda 6.1. Dimostrare il lemma sequente.

Lemma. Sia ¢ € C(B1) N CY(By) una funzione definita su By in R%. Allora,

/ <pd%d—1gd(/ ¢dx+/ |V<p|dx>.
3B1 Bl Bl

Domanda 6.2. Dimostrare il teorema seguente.

Teorema. Sia B, la palla di raggio r in R?. Esiste una mappa lineare continua
T:HYB,) = L*(0B,)

tale che per ogni ¢ € C*(B,.), T = ¢ e per ogni u € H'(B,.) si ha la disuguaglianza

2d
/ |Tul? dH! < —/ u? dx—i—rd/ |Vu|? dx .
9B, ™ JB,. B

"

DOMANDE COLLEGATE

Esercizio. Sia u € H*(R?). Mostrare che la funzione

1
M(T):/rdj/aBU

é 1/2-Hélder continua su ogni intervallo [T, 4+00), T > 0.
Domanda 6.3. Usando l’esercizio precedente mostrare il risultato sequente.

Esercizio. Siano B, la palla di raggio v > 0 in R? e u € H'(B,). Allora, sono equivalenti:
(i) u € Hy(Br);
(ii) la traccia diu su OB, é nulla.



7. LA sTIMA L2-L* DI DE GIORGI

Domanda 7.1. Dimostrare il lemma sequente in dimensione d > 3.
Lemma. Sia u € H'(B,) una soluzione di

—div(A(z)Vu) =0 in B,,
dove la matrice A é tale che:

0<csld<A(x) <CsId perogni =€ B,.

Allora,

sl .y < C ][ w2 d,

B,

dove la costante C' dipende dalla dimensione e dal rapporto kK, = %‘.



8. SUL TEOREMA DI DE GIORGI
Domanda 8.1. Dimostrare il lemma sequente.

Lemma. Siano Br C R? e uw € CY(Bg). Siano t < T due numeri reali. Allora,

.
{w <t} N Bu| [{u > T} N Bp|'—% < 24 |BR|/ IVl de,
T—t"7 " g,

dove Cyq & una costante dimensionale.
Domanda 8.2. Usando il lemma precedente mostrare la stima seguente.

Lemma. Siano Br C R, uw € HY(Bg) et > T due numeri reali. Allora
1/
{u <t} N Bg||{u> T} N Bgr|'~"* < Cy|Br| |{t < u < T} N Bg|"" </ IV(u—t), | da:) .
Br
In particolare, se
{u <t} N Bg|

>
| Br|

1
2’
allora

1/2

1

|{uzT}mBR|l—1/dgcd|{t<u<T}nBRl/2Tt(/ V(u—t)+|2dx) ,
=i/,

dove Cy & una costante dimensionale.

Domanda 8.3. Usando la stima precedente e la stima L?-L*°, dimostrare il teorema seguente.

Teorema. Sia u € H'(Bag) una soluzione di
—div(A(z)Vu) =0 in Bsg,
dove la matrice A ¢ tale che:
cald < A(z) < CyId per ogni x € Bag.

Esiste una costante n € (0,1) tale che, se

oscu < 2,
Bar

allora

osc u < 2—n.
BRr/



9. DISUGUAGLIANZA DI I‘IARNACK7 OSCILLAZIONE E CONTINUITA
Disuguaglianza di Harnack per le funzioni armoniche e le sue conseguenze.

Lemma (Disuguaglianza di Harnack). Esiste una costante dimensionale Cy tale che
max h < Cy min h.
By (z0) By (o)
per ogni funzione h : Bo,(x0) — R non-negativa e armonica in Ba,(x¢) C R%. In particolare,

h(zp) < Cy min h.

r\Zo
Lemma (Controllo dell’oscillazione). FEsiste una costante dimensionale ¢ € (0,1) tale che
osc h<(l—c¢) osc h,
By(z0) Bz ()

per ogni funzione h : Bo,(19) — R armonica in Ba,(x9) C RY.

Un risultato generale sull’oscillazione e continuita.

Lemma (Oscillazione e continuita). Sia u: B — R una funzione tale che:
(@) [lullLoe(Br) < M;

R
(b) esiste una costante ¢ € (0,1) tale che per ogni x € Bry, ed ogni raggio r < 1 si ha

osc u<(l—c¢) osc h.
B, (x) B (x)

Allora, esiste una costante « € (0,1), che dipende solo da c, tale che

M .
lu(z) —uly)| < ECL'E —y|® per ogni 7,y € Bry,,

dove C ¢ una costante numerica.



10

10. DISUGUAGLIANZA DI POINCARE

Teorema. Siano Br C R% e u € H'(Bg). Allora,
1
= |u(:c)fMR|2d:c§Cd/
R BR BR
e dove Cy ¢ una costante dimensionale.

\Vu|? da dove Mp ::][ u(z) de
Br
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11. CAPACITA I
Domanda 11.1. Dare la definizione di cap(A; Bag) e dimostrare le proposizioni sequenti.
Proposizione. Per ogni coppia di insiemi U,V C Bgr si ha
cap(U UV; Bag) + cap(U NV; Bag) < cap(U; Bag) + cap(V; Bag).
Proposizione. Siano Bag una palla in RY e (Ak)k>1 una successione crescente di insiems tale che
Ap T A

Allora,
cap(Ag, Bar) 1 cap(As, Bag).

ESERCIZI SUGLI INSIEMI DI CAPACITA NULLA
Definizione. Sia A un insieme di R?. Diremo che A ha capacita nulla se
cap (A; BQR(xO)) =0 per ogni palla Bsog(zg) C R

Esercizio. Se A C R? ¢ B C R? hanno capacita nulla, allora anche AU B ha capacita nulla.

o0
Esercizio. Se A, C R?, k > 1, ¢ una successione di insiemi di capacita nulla, allora anche Ay = U Ap ha
k=1

capacita nulla.

Esercizio. Si dimostri che se un insieme A C R% puo essere ricoperto da una quantita numerabile di palle
Bg, (zr), k>1,
tali che
cap (A;Bng (a:k)) =0 perogni k>1,
allora A ha capacita nulla.
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12. DEFINIZIONE PUNTUALE DELLE FUNZIONI DI SOBOLEV
Domanda 12.1. Mostrare che vale la sequente stima capacitaria.

Lemma. Sia u € H}(Bag) una funzione data e sia

1
/ u>¢e perun qualche 1 € (0, R/z)}.
1Bl JB,(a)

A:{xeRd :

Allora
. Ca 2
cap (A,BQR) <= |Vul| dz,
€ Bar
dove Cy & una costante dimensionale.
Domanda 12.2. Usando la stima capacitaria, mostrare il lemma seguente.

Lemma. Sia u € HY(R?). Allora, I’insieme

1
A= {xo eR? : limsup — |Vu|? dz > O}
r—0 L BT(IO)

ha capacita nulla.

Domanda 12.3. Usando il lemma precedente si imostri il teorema seguente.

Teorema. Per ogniu € H*(RY) esiste un insieme N' C R?, di capacita nulla, tale che il limite

lim u(x) dx
r—0 BT‘(wO)

esiste per ogni xog € RY\ N.



13. CONVERGENZA CAP-QUASI-OVUNQUE

Teorema. Sia u, una successione in H*(RY) che converge forte-H' ad una funzione u € H'(R?).

esiste una sottosuccessione uy, che converge a u cap-quasi-ovunque.

13

Allora,
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14. QUASI CONTINUITA

Teorema. Consideriamo una funzione di Hl(Rd) e una sua rappresentante v : RY — R tale che

u(zg) = lim u(z)dx  per cap-quasi-ogni xo € RY.
r—0 BT(I())
Allora, per ogni € > 0 esiste un insieme 2. tale che
w:RY \ Q. = R ¢ una funzione continua e cap (QE; BQR(xO)) <e,

per ogni xo € R% ed ogni R > 1.



15. CAPACITA E GLI SPAZI H}

Teorema. Siano u € H'(R?) e Q un aperto di R%. Allora, sono equivalenti:
(i) we Hj();
(ii) u = 0 cap-quasi-ovunque in R?\ Q.

15
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16. TEOREMA DI GAGLIARDO
Domanda 16.1. Dimostrare il seqguente teorema della traccia.
Teorema (Teorema della traccia). Sia u € H'(RY). Allora, u € L*(R*™1) e

/ uz(z’,O)dx’g/ u2dl'+/ \Vu|? da.
Rd—1 ]Rd Rd

+ +

Domanda 16.2. Dimostrare la sequente disuguaglianza integrale di Minkowsks.

Teorema. Siano X C R™, Y C R"” due insiemi di misura finita e
F:XxY—>R

una funzione, misurabile, limitata e positiva. Sia p > 1. Allora

([ s} o) = [ ([ rors) s

Domanda 16.3. Dimostrare la sequente disuguaglianza di Hardy integrale.

Teorema. Sia f: Ry — Ry una funzione misurabile, positiva ed a supporto compatto in [0, +00). Sia p > 1.

Allora,
400 1 T p P P p+oo
/0 (x/o f(s) ds) dx < (pl) /o f(z)? du.

Domanda 16.4. Usando la disuguaglianza di Hardy integrale, dimostrare il teorema sequente.

Teorema. Sia u € H'(R1). Definiamo la funzione v € L2(R?~1) come

v(a') = u(z, zq).

AN Y12
/ / |'U(.’I:) U(y )l dfﬂ/dy/ S Cd/ ‘VU|2 dl’,
Rd-1 JRd-1 |2/ —y'|4 R4

dove Cy & una costante dimensionale.

Allora,
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17. FUNZIONI LIPSCHITZIANE E FUNZIONI DI SOBOLEV

Proposizione (Lipschitz = Sobolev). Siano Br C R? e u : Br — R una funzione lipschitziana con costante
di Lipschitz L > 0,
lu(z) —u(y)| < Llx — y per ogni z,y € Bg.
Allora, w € H'(Bg), |Vu| € L™(Bg) ¢ ||Vul|L=(py) < L.
Proposizione. Siano Br C R? e u € H'(Bgr). Se |Vu| € L™(Bg), allora u ¢ Lipschitziana e
lu(@) —u(y)| < IVullpeepple =yl perogni .y € Bg.
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18. CONTINUITA LIPSCHITZ DELLE SOLUZIONI
Domanda 18.1. Dimostrare il lemma sequente.
Lemma. Siano B,(z¢) € R? e u € H'(B,(z0)) una soluzione di
—div(A(z)Vu) = f+divF in  By(wzo).

Supponiamo che:
e csistono costanti C4 >0 e o > 0 tali che

(1= Calz — z0|*)I1d < Ay < (1+ Calz — z0|*) Id per ogni x € B,(x0).

‘ In particolare, A,, = Id. ‘

o f e LP(B,(x)) per un qualche p > d.
o esistono costanti Cg > 0 e [ tali che
sup |F(x) — F(z0)| < CrR® per ogni R < p.
BR(wo)
Allora,

][ |V(u — h)|? dz < 4C4 R* ][ IVul? dz + 4(Cd”fHLP(B,,(zO))Rl—d/" 4 CFRB)7
Br

Br
dove Cy & una costante dimensionale.

Domanda 18.2. Usando il lemma precedente, dimostrare il teorema sequente.

Teorema. Sia Q un aperto di RY. Sia u € H*(Q) una soluzione di
—div(A(z)Vu) = f+divF in Q,
dove:

o A ¢ una matrice simmetrica, uniformemente ellittica e uniformemente limitata su 2, con coefficienti Hélder.
o fe LP(Q) per un qualche p > d.
o [ c C%¥(Q;RY), per un qualche o > 0.

Allora, u € C%1(Q).
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19. FUNZIONI DI SOBOLEV SULLA SFERA
Proposizione. Per ogni ¢ € H*(0By) ed a > 0, definiamo la funzione
u(r,0) = r*¢(0).
Se

d>2 e a>0 oppure d>2 e a>0,
allora si ha che uw € H(By) e

1
/ |Vu|2dx:/ Td—3+2a/ (a26%(0) + Vo0l?) do dr
Bl 0 831

Proposizione. Sia u € H*(B;). Allora, per Lebesgque quasi-ogni v € (0,1) la funzione
6 (6) i= u(r6)

¢ in HY(0By).
Proposizione. Date una funzione ¢ € H(0B1) ed un a > 0, sono equivalenti:

(i) la funzione u(r,0) = r*¢(0) ¢ armonica in R%;

(i) la funzione ¢ é soluzione di

—AaBl(b = )\¢ SU 831,
dove
A=ala+d-2).

Lemma. Sia ¢ € H'(0B1) una funzione tale che

N
¢(9) = Z Ck¢k (0)7
k=0

Allora, la funzione armonica, soluzione di
Ah=0 in Bl, h:gb SU 8B1
e data da

N
h = Z Ckhk,
k=0

dove la convergenza della serie ¢ forte in HY(By). Inoltre,

N
/ |Vh|?dz = Zczak.
By

n=1

Teorema. Sia ¢ € L?(0B;) e sia
“+o0
P(0) = ch¢n(9)a
n=0
il suo sviluppo in armoniche sferiche in L?(0By). Allora, sono equivalenti:

(i) ¢ ¢ la traccia di una funzione u € H'(By);

(ii) ¢ ¢ la traccia di una funzione h € H'(By) armonica in By;
—+o0

(iii) la serie E o, converge.
n=0
Inoltre, la funzione armonica h ¢é data da

+oo
h=">"cuhn,
n=0

dove la convergenza della serie & forte in H'(By) ed il suo integrale di Dirichlet é
+oo

/ |Vh|?dx = Z ay.
B,

n=1
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20. FORMULA DI MONOTONIA DI WEISS

Per ogni R > 0 e u € H'(Bg), definiamo
1 2 1 2

u(rz)

up () = e z(x) = |xlu, (“”) .

Per r > 0 definiamo inoltre

r
Esercizio. Sia u € H'(R?). Mostrare che per ognirT >0 e s >0,
W (urs, 1) = W (uy, s).
Lemma (Formula di Weiss). Mostrare che se uw € C*°(Bg), allora
o d 1 .
—W(ur, 1) = =(W(z,1) = W(u,,1)) + = |z - Vu, —up|* dH .
or r T Jop,

Teorema (Formula di Weiss). Sia v € H*(R?). Allora, la funzione
r— Wiup, 1)
¢ assolutamente continua su ogni intervallo [s, S| C (0,+00) e si ha

s
W(ug,1) — Wus, 1) = / (f(W(zr, 1) — Wi(u,, 1)) + 1/aB |z - Vu, — ur|2d7-[d_1) dr.

r

FOrRMULA DI WEISS PER IL PROBLEMA A UNA FASE

Per ogni R > 0 e u € H'(Bg), definiamo

1 1 1
W(U’R):ﬁ/B |Vu|2das—Rd+1 /83 u2+ﬁ\{u>0}ﬁBR|.
R R

Per » > 0 definiamo inoltre

up(z) = 20D @) ::|qu<|z|).

Esercizio. Sia u € H' (Rd). Mostrare che anche in questo caso, per ognir >0 e s > 0,
W(urs, 1) = Wy, s).
Esercizio (Formula di Weiss). Siano Br e u € H'(Bg). Mostrare che

1
QW(UT, 1) = £l(W(z,., 1) — W(u,, 1)) + f/ |z - Vu, — u,|> dHL.
or T r JoB,

Esercizio (Homogeneita dei blow-up). Siano D un aperto in R? ed u : D — R una funzione tale che
ueHl(D) e ©w>0 n D.

Supponiamo che u sia un minimo locale di
F(u) = / \Vul®dz + [{u > 0} N D|
D

in D e che 0 € D un punto sul bordo di {u > 0}.
(a) Allora, la funzione
r— W(u,r)
¢ monotona crescente. In particolare, esiste il limite im,_o W (u, 7).
(b) Supponiamo che b: R — R sia un blow-up diu in 0, ovvero b € H} (R?) ed esiste una successione r, — 0
tale che:
o u, — ug forte H'(BR) per ogni Br C R%;
) ll{urn >0y — gyys0y quasi-ovunque in ogni B C R4;
o ug ¢ un minimo locale di F in R®.
Mostrare che ug é una funzione 1-omogenea.
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21. DISUGUAGLIANZA EPIPERIMETRICA

Teorema (Disuguaglianza epiperimetrica). Esiste una costante dimensionale € € (0,1) tale che per ogni fun-
zione 1-omogenea z : By = R, z € Hl(Bl), esiste una funzione h : By — R tale che

h=z su 0B e W(h) < (1—-e)W(z).
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22. TEOREMA DI SCHAUDER

Domanda 22.1. Dimostrare il teorema sequente assumendo che u € Lipschitz e che la matrice A é della forma
A(x) = a(z)Id, dove a: Q — R & una funzione C%°.

Teorema. Sia Q) un aperto di R%. Sia u € HY(Q) una soluzione di
—div(A(z)Vu) = f+divF in Q,
dove:

e A ¢ una matrice simmetrica, uniformemente ellittica e uniformemente limitata su 2, con coefficienti Hélder.
o f € LP(Q) per un qualche p > d.
o F c CO%(Q;RY), per un qualche o > 0.

Allora, esiste a > 0 tale che u € CH(Q).
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23. STIMA DEL GRADIENTE

Lemma. Sia u € H} (Br) una funzione armonica su Br C R%. Allora

2d
IVull oo (B < S llulze s

TEOREMA DI LIOUVILLE
Teorema (Teorema di Liouville). Se u:R% — R ¢ una funzione armonica e limitata, allora u & una costante.

Esercizio. Se u: R? — R ¢é una funzione armonica e Lipschitziana in R, allora u ¢ della forma
ul@)=a-x+b
dove a € R e b € R.

ESERCIZI

Esercizio. Sia h : Br — R una funzione armonica in Br C R?. Mostrare che

16d2 . .
||aijh||L(x>(BR/2) < F”hHLOO(BR) per ogni 1,7 €41,...,d}.

Esercizio. Se u:R? — R ¢ una funzione armonica tale che
|[u(X)| <a|X|+b per ogni X e RY,

allora w é un polinomio di grado 1.
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24. FUNZIONI ARMONICHE IN SENSO DI VISCOSITA
Domanda 24.1. Mostrare il teorema sequente.

Teorema. Siano Q un aperto in R e u: Q — R una funzione continua. Allora, sono equivalenti:
(i) ue C®(Q) e Au=0 su Q;
(ii) Au =0 in senso di viscosita in Q.

Domanda 24.2. Usando il teorema precedente dimostrare il risultato sequente.

Esercizio. Sia u: B, N{xq > 0} una funzione continua, armonica in B, N{zq > 0} e che soddisfa

0

a—gil:o su B.N{xq =0}
in senso di viscosita. Allora, w € C®°(B, N{xq > 0}) e l'uguaglianza

% =0 su B,N{xq=0}

vale in senso classico.



25. IL PROBLEMA A UNA FASE - ESISTENZA E CONTINUITA

Per ogni u € H'(Bj) definiamo
Flu) = / |Vu|? dz + |{u > 0} N By.
By

Esercizio. Mostrare che, data una funzione
g€ H' (B))NL®(By) , g=>0 in By,
esiste una soluzione del problema variazionale

min{]—'(u) : u€ HY(By), u—gEH&(Q)}.

Esercizio. Mostrare che per ogni soluzione u
OSUS ||g||Loo(Bl) m Bl.

Esercizio. Mostrare che
Au>0 in B
in senso delle distribuzioni.

Esercizio. Mostrare che esiste una costante dimensionale Cy > 0 tale che per ogni Bag(z¢) C B

Au(Bp(zo)) < C4R*.

Esercizio. Mostrare che
(a) Uinsieme {u > 0} ¢é aperto;
(b) per ogni compatto K C {u > 0} N By si ha

infu > 0;
K
(¢) Au=0in {u>0}.

Esercizio. Mostrare che la funzione u € localmente lipschitziana in Bi.

25
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26. IL PROBLEMA A UNA FASE - NONDEGENERAZIONE E BLOW-UP

Per ogni u € H'(Bj) definiamo
Flu) = / |Vu|? do + |{u > 0} N By
B

Supponiamo che u : By — R sia un minimo locale di F in B;. In particolare, supponiamo di sapere che:
e u > 0in By;
e u ¢ limitata;
e u: By — R ¢ localmente lipschitziana;
e {u> 0} & aperto e Au=0 in {u > 0}.

NON-DEGENERAZIONE
Esercizio. Mostrare che esiste una costante dimensionale n > 0 tale che, se
lull (B, (2o)) <mT  in By(zo) C B,

allora w =0 in B, ().

Brow-up
In seguito fissiamo un punto xy € By N d{u > 0}.

Esercizio. Mostrare che esistono una successione
rp — 0
ed una funzione
b:RY =R
tali che la successione di funzioni
u(zo + rpx)
Tn
converge a b uniformemente in ogni palla Br C RY. Mostrare che la funzione b non ¢é identicamente nulla.

urnaxo (I’) =

Esercizio. Mostrare che, per ogni R > 0,
(a) Uy, z, converge forte-H'(BRr) alla funzione b;
71
(b) 1y, ,, >0y converge a Lysoy in L' (Br).

Esercizio. Mostrare che b & un minimo locale di F in R<.



27

27. CLASSIFICAZIONE DEI BLOW-UP IN DIMENSIONE DUE

Per ogni u € H'(Bg) definiamo
F(u, Br) = / |Vu|? dz + [{u > 0} N Bg|.
Br
Esercizio. Mostrare che se u & un minimo locale di F in Br e se 0{u > 0} é regolare C*°, allora |Vu| =1 su
o{u > 0}.

Esercizio. Supponiamo che b: R? — R ¢ una funzione non-negativa e Lipschitziana su R?. Mostrare che se u
¢ un minimo locale di F in R? e se u & 1-omogenea, allora u ¢ della forma

u(@) = (v-2)

per un qualche vettore v € R? di norma 1.
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