UNIVERSITA DI PISA Corso di Laurea in
Ingegneria Civile, Ambientale e Edile

Modulo di “Geometria” — Scritto del 3/2/25 — Quesiti

Nome Cognome Matricola ... .

1. Per una matrice A € M343(C) si sa che pa(1+2i) = pa(3 — i) = pa(—1+4i) = 0.
Si puo concludere che A e diagonalizzabile oppure che non lo &7

2. Una matrice M € M3y3(R) rappresenta una isometria.
Descrivere 'azione di M sapendo che det(M) =1 e tr(M) =1—+/3

3. Vedendo P?(R) come 'insieme dei punti all’infinito di R3, considerare i luoghi
(={38—-t:4—t:2t—5€P*(R): teR}e

T ={(x,y,2) € R®: 623+ y*2 —y2% + 172y — 8yz + 5x — 3 =0}

e trovare 'intersezione di ¢ con l'insieme e l'insieme dei punti all’infinito di 7.

4. Determinare il tipo affine della quadrica di equazione 5x? — 4xy — 22z — 2yz + 4o — 4y — 22 +1 = 0.

5. Per la curva « : [0, 5] — R? data da a(t) = < C;i(ét)) ) calcolare [ y.

«

2 — 6log(t)

6. Per la curva orientata « : (0, +o00) — R? data da aft) = ( 3t — 2

) calcolare in ogni punto il

segno della curvatura

2+t—1

7. Per la curva « : [0, 1] — R? data da a(t) = < o _ 42

) calcolare [(ydz + 2z dy).

Le risposte devono essere sinteticamente giustificate
Deve essere esibito un documento o la tessera dello studente. I telefoni devono rimanere spenti. Questo foglio deve essere intestato
immediatamente con nome, cognome e matricola. Questo foglio va consegnato alla fine della prima ora. Durante la prima ora non &
concesso alzarsi né chiedere chiarimenti. Durante la prima ora sul tavolo & consentito avere solo i fogli forniti e la cancelleria.
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3 1t
1. Al variare di t € R considerare la matrice M = 1 2 -1
3t—2 -1 4

(A) (1 punto) Determinare i due valori ¢; < t5 di ¢ per i quali esiste una base ortonormale di R?
costituita da autovettori di M.

(B) (3 punti) Provare che per ¢t = ¢; la M ha autovalori positivi.

(C) (4 punti) Per t = t5 determinare i segni degli autovalori di M.

(D) (4 punti) Determinare una base del sottospazio di R? ortogonale al vettore | —1 | rispetto al

prodotto scalare associato ad M per t = t;.

. : : . 422 —t—-3 t+3
2. Al variare di t € R considerare la matrice M = < B2 _6t—9 6i+9 )

(A) (2 punti) Provare che det(M) = 5t* + 16£3 + 12¢2.

(B) (4 punti) Provare che I'informazione che M ha sempre un autovalore del tipo at + 3 con o e 3
indipendenti da t consente di concludere che gli autovalori di M sono A\ = 5t +6 e \y = t3 + 2t2.

(C) (3 punti) Determinare i valori di ¢ per cui gli autovalori di M non sono distinti.

(D) (3 punti) Determinare i valori di ¢ per cui M non ¢ diagonalizzabile.

Deve essere esibito un documento o la tessera dello studente. I telefoni devono rimanere spenti. Sul tavolo € consentito avere solo i fogli
forniti e la cancelleria. Dall’inizio della seconda ora si possono consultare i libri di testo del corso, esclusivamente in originale e senza
annotazioni. Si puo uscire solo in casi eccezionali. Ogni foglio consegnato deve recare nome e numero di matricola. La soluzione di ogni
esercizio deve essere consecutiva su un solo foglio. La minuta non va consegnata. Per risolvere un punto di un esercizio ¢ sempre

lecito utilizzare gli enunciati dei punti precedenti, anche se non si & riusciti a risolverli.
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Risposte ai quesiti

. Lo e: ha 3 autovalori distinti

. Rotazione di angolo %7? intorno a una retta

A2 -1], [0:1: 1]}

. Iperboloide ellittico (a due falde)

.= (17TV1T 1)

. Positiva su (1, 3), nulla agli estremi, negativa all’esterno

1
* 2
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Soluzioni degli esercizi

1.
(A) tlzl, t2:2
(B) dy=3>0,d,=5>0, d3=13>0

(C) dy=3>0, do=5>0, d3 = —23 < 0 dunque due positivi e uno negativo

3 0
(D) s |, | 5
0 1

2.

(A) Sostituendo alla prima colonna sé stessa meno la seconda e poi alla seconda riga sé stessa meno
la prima si ottiene (¢3 + 2t)(5t + 6) = 5t* + 16> + 12¢*

(B) Siano A\ = at + 8 e Ay gli autovalori.
Poiché A\ + Ay = tr(M) =13 + 22 + 5t + 6 si ha Ay = 3 +2t2 + (5 — a)t + (6 — f3).
Ora Ay - Ay = det(M) = 5t + 1613 + 12t ed esaminando il coefficiente di ¢* si conclude che a = 5.
Esaminando poi il coefficiente di t3 si trova 8 =6, da cui A\; = 5t + 6 e Ay = 3 + 2t2

(C) t=-3,t=—1,t=2
(D) t=—1,t=2



