UNIVERSITA DI PISA Corso di Laurea in
Chimica per I’Industria e ’Ambiente

Istituzioni di Matematica I — Parte I — Prova del 25/1/24 — Quesiti

Nome Cognome Matricola ... .

1. Dire quanto vale I'estremo inferiore s dell’insieme {n++1 : neN}
Provare formalmente che lo e e dimostrare che non € un minimo.

2. Calcolare modulo e argomento del numero complesso z = 3v/2 — i1/6

sin(3z) .

3. Calcolare, se esiste, lim
z—0 2z

4. Calcolare, dove esiste, la derivata della funzione x — arctan(log(z)).

5. Determinare I'ordine di 0 in z = 0 della funzione f(z) = log(1 + z?) - (cos(z?) — 1).

(L’ordine di 0 in 0 di f ¢ il naturale k tale che lir% % esiste finito non nullo.)
T—
z? + 3z
6. Verificare che la regola di de I'Hopital si applica a lim ———— e calcolarne il valore.

T—+00 log(a:) -7
7. Dire se la funzione x — sin(2z) — cos(3x) sia concava o convessa su un intervallo contenente —7%.

+o0o 1

8. Dire se la serie E o = sia convergente, spiegando perché.
n j— J—
n=0

Le risposte devono essere sinteticamente giustificate
Deve essere esibita la tessera dello studente o un documento. I telefoni devono rimanere spenti. Le risposte ai quesiti vanno scritte
negli spazi bianchi di questo foglio. Questo foglio deve essere intestato immediatamente con nome, cognome e matricola. Questo foglio
va consegnato alla fine della prima ora. Prima della consegna non & concesso alzarsi né chiedere chiarimenti. Sul banco & consentito
avere solo i libri di testo in originale, i fogli forniti e la cancelleria.
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Considerare la funzione f : R — R data da f(z) = = — 2 cos(z).

A

1 punto) Calcolare i limiti di f in +oo e dire se essa abbia asintoti.

B

3 punti) Trovare tutti i punti di massimo e di minimo relativo di f e i valori di f in tali punti.

D) (2 punti) Provare che esistono punti € R in cui f(x) = f'(z).

(A) (
(B) (
(C) (2 punti) Determinare gli intervalli di concavita e di convessita di f.
(D) (
(E) (

1 punto) Provare che f ha uno e un solo zero. [Suggerimento: sfruttare il punto (B).]

Deve essere esibito un documento o la tessera dello studente. I telefoni devono rimanere spenti. Sul tavolo & consentito avere solo solo
i libri di testo in originale, i fogli forniti e la cancelleria. Si puo uscire solo in casi eccezionali. Ogni foglio consegnato deve recare nome
e numero di matricola. La minuta non va consegnata. Per risolvere un punto dell’esercizio ¢ sempre lecito utilizzare gli enunciati

dei punti precedenti, anche se non si € riusciti a risolverli.
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Risposte ai quesiti

—_N- : 4 1
1. s = O, p01che 2l

basta vedere che Ve > 0 dn € N tale che
vale per n abbastanza grande

> 0 Vn € N non puo essere un minimo, e per mostrare che e I’estremo inferiore

1

7 < €; questa disuguaglianza equivale a n? > % — 1 dunque

2. |z] =26, arg(z) = — % + 2kn con k € Z
3.3
1
. m per x > 0
5. k=28
6. Si tratta di una forma indeterminata %; derivando numeratore e denominatore si trova 242 =

T

222 + 3z che ha limite +o00, e dunque anche il limite originale vale +oco

7. Concava poiché f"(—7) =4 — \% <0

8. Tranne che per n = 0 il termine generico a,, della serie € positivo, lim 4= = 1, e sappiamo che
n—-+00 ,2

+oo !

> =5 converge

n=1
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Soluzione dell’esercizio

Limiti +00 in 00 dunque f non ha asintoti orizzontali. Non ne ha nemmeno di obliqui perché

lim £ =1 ma lim (f(z)— 2) non esistono
z—too T xr—+o00
Massimi relativi in z = —%’/T + 2k7 con valore —%W +2km + /3 e minini relativi in z = —% +2km

con valore —5+ 2km — \/§, con k € Z
Convessa su [—% + 2k,  + 2kn], concava su [§ + 2km, 37 + 2kn] con k € Z
La funzione z — f(z) — f'(x) ¢ continua su R e ha limiti 00 in +oo

—I—V3=f(-%)<0<Ir+V3=Ff(in)e f'(z)>0perz€ (—Z, Ir), dunque f ha un solo
zero in tale intervallo. In tutti gli altri punti di minimo escluso —% il valore —% + 2k1 — /3 ha
lo stesso segno di k # 0, e nei punti di massimo il valore —%7? + 2k 4+ /3 & negativo per k < 0
e positivo per k > 0, dunque f & negativa su (—oo, —%) e positiva su (%7?, +00)



