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Introduzione

Un’equazione differenziale &€ un’equazione che coinvolge una o piu derivate
di una funzione incognita, cioé un’espressione del tipo

F(mvylayﬁa"'ay(n)) =0 Vz GI,

dove F' ¢ una funzione dipendente da n + 1 variabili e y®) ¢ la derivata
k-esima della funzione incognita y(x) nella variabile x € I. Molte leggi della
Fisica sono descritte da questo tipo di equazioni: ad esempio (cambiando
momentaneamente la notazione per la funzione incognita e per la variabile),
la traiettoria di un corpo di massa m che si muove su una retta per 'azione
di una forza F & descritta da una funzione z(¢) (la coordinata sulla retta al
tempo t) che soddisfa
ma” (t) = F.

Nel caso particolare in cui la forza sia elastica, data dalla connessione del
corpo con una molla di costante elastica k, si ha F = —kx(t), da cui

ma” (t) = —kx(t).

O ancora, la crescita (che spesso sentiamo definire ”esponenziale”, poi ca-
piremo perché) di una popolazione di batteri nel tempo & descritta da
un’equazione del tipo

p'(t) = Cp(t).

L’obiettivo del nostro studio € trovare la funzione o le funzioni che soddisfano
un’equazione differenziale.



Un po’ di vocabolario

Le equazioni differenziali di funzioni di una variabile si chiamano equazioni
differenziali ordinarie, abbreviate in EDO. Noi tratteremo solo queste, ma
¢ bene sapere che esistono equazioni differenziali in cui le funzioni coinvolte
dipendono da piu variabili e in cui le derivate sono derivate parziali: queste
equazioni differenziali si chiamano alle derivate parziali, abbreviate con EDP.
Si definisce ordine di una EDO la derivata di ordine massimo presente

nell’equazione. Ad esempio

y"(z) — 2%y (x) + sin(z —3) =1 & di ordine 3,

y —y®(z) =0 & di ordine 50.

Una EDO si dice lineare se ¢ della forma
an(@)y ™ + an-1(2)y" V(@) + ... + ag()y(z) = f(x).
Ad esempio
23y’ (z) — cos(x)y(xz) =5 ¢ lineare,
22y (2)]2 — e?™ =2 non ¢ lineare.

La parola ”lineare” non & scelta a caso! Corrisponde infatti a dire che la
”funzione” (si chiama operatore differenziale) P definita da

P(y) = an()y™ + an-1(2)y" V(@) + ... + ag(2)y()

¢ lineare nella funzione y.
Una EDO si dice omogenea se tutti i suoi termini coinvolgono la funzione
incognita y o le sue derivate. Ad esempio

2y’ (x) —y(z) =0 & omogenea,
=In

-y
y"(z) + "y (x) (% 4+5) non & omogenea.

Risolvere un’equazione differenziale

Risolvere un’equazione differenziale significa trovare la (o le) funzioni y(x)
in un dato intervallo che soddisfano ’equazione. Nel seguito ci occupiamo
di risolvere alcune particolari classi di equazioni differenziali:

- lineari del primo ordine:



- di Bernoulli:

- lineari del secondo ordine a coefficienti costanti:
Y (z) + ay' (x) + by(z) = f(x).

In generale la risoluzione di un’equazione differenziale & un compito impos-
sibile! Spesso ci si deve accontentare di dare una buona approssimazione
delle soluzioni con metodi numerici.

Il problema di Cauchy

Come vedremo, le equazioni differenziali hanno infinite soluzioni, che dipen-
dono dalle costanti derivanti da integrazioni indefinite. Spesso, soprattutto
nelle applicazioni della Fisica, un’equazione differenziale ¢ accompagnata
da una famiglia di condizioni iniziali: negli esempi citati nell’introduzio-
ne, € ragionevole supporre che possiamo misurare posizione e velocita del
corpo attaccato alla molla all’inizio dell’esperimento, o, analogamente, che
possiamo quantificare la popolazione di batteri ad un certo istante tempo-
rale. Questi dati, messi a sistema con l’equazione differenziale, formano il
Problema di Cauchy. Nel caso di equazioni differenziali del primo e del se-
condo ordine, nel Problema di Cauchy si prescrivono, rispettivamente, 1 e 2
condizioni iniziali:

/ Fy"(z),/ (2),y(x),2) = 0
F(y'(z),y(x),x) =0 _
{ y(wo0) = yo Z,(g)o))_:yfo'

Per convenzione, chiamiamo: istante iniziale x(, posizione iniziale yg, velo-

.....

Equazioni differenziali lineari del primo ordine

L’equazione in forma canonica e

Y (x) = a(z)y(x) + b(x),

dove a(x) e b(x) funzioni continue assegnate, su in intervallo fissato.



Le soluzioni sono

dove A(x) & una primitiva di a(x). Le soluzioni sono infinite e dipendono
dalla costante derivante dall’integrazione indefinita.

Il problema di Cauchy associato ha invece un’unica soluzione: si deter-
mina trovando l'unica soluzione, tra le infinite trovate prima, che soddisfa
la condizione iniziale assegnata.

Esempio 0.1. Risolvere l’equazione differenziale
Y () = sin(z)y(z).

In questo caso a(z) = sin(x), b(x) = 0. Quindi
A(z) = —cos(z), /b(a:) dz = /de =C conC €eR,
quindi la soluzione generica e

y(z) = Ce @) CeR.

Osserviamo che la descrizione delle soluzioni non dipende dalla primitiva A
di a scelta.

Esempio 0.2. Risolvere il problema di Cauchy

{ y'(x) _ xgi;rl

y(2) =1
La formula con a(z) = 1/z e b(x) = 1/x? fornisce come soluzione
generica
1
=——+4+C C eR.
y(z) o + Crx, €
Imponendo la condizione iniziale y(2) = 1/4 otteniamo
1 1 1
S —y@2)=—-+20 = C=-.
1Y@ =+ 1

La (unica) soluzione del Problema di Cauchy ¢

1 T



Equazioni di Bernoulli

Un’equazione di Bernoulli € della forma

Y (x) = a(z)y(z) + b(x)y”(z), (1)

con a(x) e b(x) funzioni continue in uno stesso intervallo, « € R, a # 0, 1.
Osserviamo che per tali valori di o ’equazione differenziale non ¢ lineare
(mentre per a = 0,1 sarebbe lineare e rientreremmo nel caso precedente).

La strategia risolutiva e la seguente: le soluzioni non identicamente nulle,
se ammissibili, si trovano dividendo 1’equazione per y“. ci si riconduce ad
un’equazione differenziale nella funzione ausiliaria (incognita)

Questo procedimento, che illustreremo negli esempi, porta a trovare le
soluzioni, che sono:

i) la funzione identicamente nulla y(z) = 0, ammissibile solo se o > 0
(altrimenti implicitamente esclusa dalla presenza di y a denominatore);

ii) le funzioni

y(@) = [=(x)] /07,

con z(z) soluzione (ce ne sono infinite) dell’equazione differenziale
lineare
Z(x) = (1 —a)a(x)z(x) + (1 — a)b(x).

Il problema di Cauchy associato si risolve imponendo la condizione ini-
ziale. In particolare, se ¢y = 0 allora la soluzione & la funzione identicamente
nulla e non serve procedere con la ricerca di z.

Esempio 0.3. Risolvere l’equazione differenziale
Y (2) =2y —y°).

Si tratta di un’equazione di Bernoulli, con a(x) = z, b(z) = —z, a = 3.
La funzione y = 0 e soluzione. Cerchiamo soluzioni non nulle: dividendo
per y%, cio¢ y3, ponendo z = y'=%, cioe z = y~2, e tenendo conto che
2/ =(1— a)y~?y/, otteniamo 'equazione lineare in z

2 (z) = —2w2(x) + 22.



Una primitiva di —2z ¢ —22, quindi
z(x) = e’ /2me$2 dz = e’ [e$2 +C) =1+ Ce ™, CeR
Ricaviamo quindi

y(z) = £(1+ Ce " )~1/2,

Osserviamo che la costante C e Pintervallo in cui esiste tale y sono legati,
perché deve avere senso la potenza (1 + Ce~%")~1/2 In conclusione, (tutte)
le soluzioni del problema di partenza sono

y(z) =0, ylo)==£(1+Ce )12

Equazioni a variabili separabili.

Un’equazione di questo tipo € scrivibile nella forma

con f(x) e g(y) funzioni continue.
Le soluzioni sono:

i) le soluzioni stazionarie: y(x) = C con C tale che g(C) = 0. Queste
possono non esistere (se g non si annulla mai) o non essere uniche (se
g si annulla in piu punti);

ii) le soluzioni non stazionarie, descrivibili implicitamente da
Gy(z)) = F(z) + C,

con F(z) primitiva di f(z) e G(y) primitiva di 1/¢(y), pensando y
come variabile indipendente. Talvolta, se si conosce 'inversa di G,
¢ possibile scrivere la soluzione y esplicitamente. Queste soluzioni si
ricavano dividendo 'EDO per ¢(y(z)) e integrando:

y@ /()
e R I e

/g(ly)dy:/f(x) dz.

dz = /f(x) dz



11 problema di Cauchy si risolve imponendo la condizione iniziale y(zg) =
yo- In particolare, se g(yo) = 0 allora la soluzione ¢ stazionaria y = yg e non
serve procedere cercando le primitive F e G.

Esempio 0.4. Risolvere l’equazione differenziale
Y (x) = 2y — 1)

Con la notazione precedente abbiamo f(z) = z, g(y) = (y — 1)%

Sono presenti soluzioni stazionarie: poiché g(1) = 0 otteniamo che y(z) =
1 & soluzione.

Cerchiamo le soluzioni non stazionarie. Dividendo per (y — 1)? e inte-
grando rispetto ad x otteniamo

/(y(zl)(f)l)zdx:/mz.

Facendo il cambio di variabile y = y(x) otteniamo

1 1 2
" ay= [ zd - T
/<y_1>2 Y /‘” T

L’ultima relazione, implicita in ¥, si puo rendere esplicita:

1

Anche qui, il valore di C e l'intervallo di esistenza della y(x) sono legati,
perché il denominatore non puo annullarsi.

Equazioni differenziali lineari del secondo ordine a coefficienti
costanti

L’equazione in forma canonica &

(E) y'(x)+ay (z) + by(x) = f(),

con a,b € R, f funzione continua su un intervallo fissato.

Per la risoluzione dell’equazione differenziale & di cruciale importanza
studiare la cosiddetta equazione omogenea associata, ottenuta eliminando il
termine noto f(x):

(H) y"(z)+ ay'(x) + by(z) = 0.

Per distinguere le soluzioni di (E) dalle soluzioni di (H) useremo la lettera
y per le prime, y,, per le seconde.



Soluzioni dell’equazione omogenea.

Teorema 0.5. L’insieme Vi di soluzioni di (H) é uno spazio vettoriale.

Dimostrazione. E immediato verificare I'insieme
Vi ={y: I =R : ¢ (z) +ay (x) + by(z) = 0}

¢ un sottoinsieme delle funzioni da I in R che contiene lo zero (la funzione
identicamente nulla), ¢ chiuso per somma e per prodotto per scalare. ]

Lo spazio Vg ha dimensione 2 (non lo dimostriamo). Per scrivere i
generatori, € necessario introdurre la equazione caratteristica:

M 4ad+b=0. (2)

Si tratta dell’equazione algebrica di secondo grado nella variabile A, ottenuta
sostituendo 3" con A2, 3 con A e y con 1 nell’equazione omogenea (H).
Posto A = a? — 4b il discriminante, le radici A, A2 di (2) sono:
A>0 = Ay, reali e distinte,
A=0 = A =)\ realie coincidenti,
A<0 = Ag2=axif complesse coniugate.

Teorema 0.6. Lo spazio Vi é di dimensione 2. Piu precisamente,

A>0 = Vg={ylz)= CheM® 4+ Che™?® ¢+ (C,Cy € R},
A=0 = Vg= {y(x) = 016/\136 + CQ.’IJ€)\1x : C1,05 € R},
A<0 = Vg={ylx)=Cre" cos(fx) + Coe*sin(fz) : C1,Cy € R}.

Esempio 0.7. Trovare le soluzioni di
(i) y'(2)—y'(z) - 6y(z) =

(i) " (x)+ 2y (x) + y(z) =
(iif) y"(z) +y(z) =0.

Le equazioni caratteristiche e le loro radici sono:
(i) M _A—6= 0, radici: Ay =3, Ao = —2,

(i) A 4+22+1=0, radici: \; = Xy = —1,
(iii) A +1=0, radici: A2 = +i.



Da cui ricaviamo le soluzioni:

(1) y(z) = C1e3 + Coe™ 22,
(ii) y(z) = Cre ¥ 4+ Coze™ ",
(iii) y(x) = Cycos(z) + Cysin(x),

con C1,Cy € R.

Soluzioni dell’equazione non omogenea.

Come gia sottolineato piu volte, le soluzioni di (£) sono infinite. Utilizziamo
la lettera y per indicare la soluzione generica, dipendente da costanti. Nel se-
guito indichiamo con y, una soluzione di (E), ossia una soluzione dell’equa-
zione corrispondente ad una scelta particolare delle costanti. Chiameremo
tale y, soluzione particolare.

Teorema 0.8. Sia y, una soluzione particolare di (E). Ogni altra soluzione
y di (E) ¢é della forma

y(m) = yp(x) + yH(x)a con Yy, € Vi.

Dimostrazione. E sufficiente verificare che la differenza y(z) — y, () & solu-
zione di (H). Questo ¢ vero per linearita della derivata:

(y—up)" +aly—yp) +0y—y,)
=y" +ay’ + by — (y, + ay,, +by,)
= f(z) — f(z) =0.

O
Per descrivere tutte le soluzioni di (E) ci basta quindi trovare una solu-
zione particolare y,.
Determinazione di una soluzione particolare.

Indichiamo ora come ricercare una soluzione particolare di (F), esaminando
preliminarmente alcuni casi di semplice risoluzione. Indichiamo in questa
lista la tipologia di funzione tra cui cercare y,: la forma esatta di y, si
otterra imponendo la validita di (E). Casi particolari:

i) f(z) = polinomio di grado N, b # 0 = y, = polinomio di grado N

ii) f(x) = polinomio di grado N, b = 0 = y,, = polinomio di grado N +1



iii) f(z) = combinazione lineare di sin(x) e cos(x) = y, = combinazione
lineare di sin(z) e cos(x)

iv) f(x) = multiplo di e™* M non risolve 'equazione caratteristica =
Yy, = multiplo di eMe

Lo stesso metodo si puo applicare a somme o prodotti di tali funzioni,
cercando ¥y, dello stesso tipo.

Un metodo generale per determinare una soluzione particolare ¢ il me-
todo della wvariazione delle costanti: date y; e yo due funzioni che generano
Vi, possiamo cercare y,, della forma

yp (@) = c1(@)y1(z) + ca()ya(2),

dive ¢1 e ¢ sono due soluzioni (particolari) del sistema

{ C;(x)yl(l’) + ¢y (2)y2(x)
1

0
().

2
c1(2)y (z) + ch()yy(x)

Esempio 0.9. Trovare le soluzioni di

(1) y'(x) —y'(2) - 6y(z) = 2°,
(i) o"(x) + 2y (x) + y(x) = cos(x),
(it}) y'(x) +y(x) = 1/sin(a).
Nell’esercizio precedente abbiamo gia determinato le soluzioni dell’equa-
zione omogenea associata. Cerchiamo una soluzione particolare.

Per (i): il termine noto f(x) € un polinomio di grado 3. Cerchiamo
quindi y, tra i polinomi di grado 3:

y,(z) = Az® + Ba® + Cz + D,

con A, B,C, D costanti da determinare. Imponendo che y, soddisfi I'equa-
zione troviamo

A=-1/6,B=1/12, C = —7/36, D = 13/216.

Quindi le soluzioni dell’equazione sono:

3 x? 7

13
y(x):yp+yH :—F‘FE—%ZE—F%—FCHS&C-FCQS_ZU, Cl,OQ c R.
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Per (ii): il termine noto f(x) ¢ una funzione trigonometrica. Cerchiamo
Y, combinazione lineare di seno e coseno:

yp(x) = Asinz + B cosz.

Imponendo che y, soddisfi I'equazione troviamo
—2Bsin(x) + 2Acos(z) =cos(z) = A=, B=0.
Quindi le soluzioni dell’equazione sono:

1
y(x) =y, +y, = 5 sin(x) + C1e* + Caze®, C1,Cy € R.
Per (iii): utilizziamo il metodo della variazione delle costanti. Cerchiamo
yp della forma
yp(x) = c1(z) cos(z) + ca(x) sin(x),

con ¢;(z) tali che
{ i (z) cos(z) + ch(x) sin(x) = 0

—cy (z) sin(x) 4 ch(x) cos(x) = 3 1(:0)_

Moltiplicando la prima equazione per cos(z) e la seconda per — sin(z), som-
mando le due equazioni, otteniamo ¢j(z) = —1 e cy(x) = cos(z)/sin(z).
Una primitiva (ricordiamoci che basta trovare una soluzione particolare) e
ci1(x) = —z, co(x) =1In|sin(x)|.
Concludiamo quindi che le soluzione dell’equazione sono
y(x) =y, +y, = —xcos(z) + sin(x) In | sin(z)| + C; cos(x) + Cy sin(z) ,

con C1,Cy € R.
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