Un criterio metrico di surgettivita

(F.Lozzeri; Pisa, giugno 20401)

Slane X uno spazlo topologioo ed 1 un lntorno dells diagonale in X = X, Una
applicazlone [ : X = ¥ 41 X In un insleme ¥ & detia 11—indedbivg se per ognl
a, b€ X con fle) = f(b) sl ha (a,b) € (0. Se X & meteleo, chlameromo gpessore
dl f: X =V Pestremo superiore s ) del diametsd delle fibre di [ ossla:

#(f) = sup{din.b) : a.be X, [la] = Jib}}

Evidentemente se X & anche compatto, per ogol Intorno {1 della diagonale in
X o= X eslste una costante # = (0 tale che ognl appllcazione [ : X — Y avente
apesaote loferiome ad + & O—Inbettlva.

Lemomna 1 Sie [ X — ¥V wna applicanone condinua fra spazi melried oon X
compatle. Per ogud cosfande ¢ = 8 ) ersle un & = 0 lale che sgni applicazionse
g: X =Y cond [, g) < & ha spessore inferiore ad r.

THm. Sla f= X=X =Y =Y lapplicazione { [ = e, b = { flael], f{b).
Scelto e € Reon #f f) < ¢ < ¢ conslderlamo M = {{a,b) € X=X @ die,b) > e}
L'immagine 4i M in ¥ = ¥ & un compatio ed & disglunto dalla diagonale che &
un chivso: tall insleml hanno quindl una distanea b strettamente positiva.

Sla 4 = 0 inferlore alla metd di b se (o, b) € M sl ha:

digla), gibl} = d{fa), [(b)) — digia). fla)} — d(f{¥), g(k}) =0

e quindl g ha spessore al pli o

Lemima 2 Sie [ X = Y wno apglicasone condinun (ra spasi melricd con X
compatle @ siang & ¢ £ rispatiivamente o gpesiore e Nimmagine d1 dale . Allera
per ogr applicazione g & — X fale che fog sia Pidentitd su & e per agni e =0
erisle un & = 0 fale che pera. b € & e dla,b) < & s ha digle), glbl) < &4 £.

Dhm.  Altrlmentl esisterebbero suceesbond (e, ) e (b)) In & con dia,, b, ) che
tende a wero e digle, ), glb, 1) = a+¢ Passando a sodtosuecesslonl, gla, ) e glb, )
convergerehbero rlapettlvamente a certl x oy € X od aveemmo diz, ) = 84 &
DValira parte per la continuitd di [ &l aveebbe che g, = [glaa]] eonverge ad
Tlx) e ba = flg(ba)) converge ad fly); necessarlamente quindl flz) = fly)
perchd dleg, be) tende a pero ¢ gquindl diz, y) deve essere al pli eguale allo
spesaore & dl [

Teoreina 3 Sia X wna corield differensiabile connesea ¢ compatla s eni 5a
Jissata wna uta melvicn comgalibile con lo lopologia.  Eeiele un numero reale
positeng #{ X ) tale che agni applicasone continua [ X — Y di spessore inferiors
ol P X} in woa wna werdedd differensiabile Y conmessa i dimensone af pid
guelle of X o wno epuiealeniza i omolepia. In particelare wna fale ¥ osard
necessariaments aomipalia delln stesen divvensione di X o [ sard surgetliia



Dim. Supponlamo che X sla una sottovarletd di BY e sla ¢ = 0 1 dlametro
dl wn sue norne tubolave. Sla [ X — Y una applicazione continga di spes-
sore Inferlore ad r ; posslamo supporre che Y osla chilusa In BY . Utilizzando
un intorng tubolare (eventualmente di ragglo non costante] di Y, si dimostea
facllmente che eslste un & = (0 tabe che ognl [ @ X — Y che ha distansa da §
mingee di & & omotopa ad [ Ulizeando 1 lomma 1 sl pud supporee quindi che 1z
I inlzlale sia slmpliciale rispetto a triangolasiond di X ed ¥ e conseguentoments
che I'imnmagine 2 di f sla un sottolsleme simpliclale. Inoltee per 1 lemma 2,
utilizzando eventualmente suddivislont baricenteiche, sl pud supporee che la tel-
angolazione dl ¥ sla cosl foe che per o b € X tall che fla) ed fik) slano
contlgue sl abbla dfa, b) < +. Definlamo allora una g @ £ — X seegllendo una
Inversa dl [ sulle O—scheletro, estendendo & £ lnearmente come applicazions
in BY ¢ prolettando quindl su X con la retrazione dell'lotorng tubolave. S0
avrd che la compoesizlone go f 1 X In se dista meno di ¢ dall'ldentlid €y su
X oed & quindl ad essa omotopa (una omotopls tea esse sl ottlene componendo
Pomodopla Alge [+ (10— A g con la retrazione dell’intornog tubolare dl X, Pas-
sando agll omomorflamil indotil in omologla a coeflicient] In Z /2 2 se ne deduce
che g :HIZ) =H[{X) & non nullo, quindl che H{Z] # (1] ¢ per conseguenza che
Y = & b una varietd compatta ossla [ dove essere surgetilva, Per otbenere che f
& ouna equivalenza di omotopla, basta veriflcare che [ o g & omoetopa allldenticd
iy asu Y. Tale applicazione & 1'identitd sullo O—scheletro: se la trlangolazions
dl ¥ & stata scelta sufliclentemento fine, la distanes tea [ e g e iy & plogola e
slopome ¥ b una varletd compatia ol comporta che esse slano omotope.

Il caso della clreonferenza. Posslamo estendere Panallsl ad alire sliuaziond
del tipo del teorema precedente nel easo partleolarmente semplice che X sla la
elreonferenza 5' di rageio une; necessariamente doveemo avere anche ¥ = 8.
Una f: 8 = 5" induce una applicazione tra § rlvestiment] universali ¢ : B — &
tale che perognl ¢ € Rela @4 1) = @iz} 4+p ove pidl grado di f. Supponlamo
che non sla mal ¢{z] — dlz + ﬂ- = yiz) € E gssla che puntl diametralmente
oppost] In 5' non possano avere la stessa Immagine o equivalentemente che lo
spessore di f ala Inferlore & due. Per un i € W e per ognl £ € B 8 ha qulndi:

(%) n< xizl<n+l
S1 ha Inoltre:
xir+%] = iz + %:n—gr[a—+ 1} =iz + %:I —¢fz) —p=—xlz) —p
e quindi:

f#] n< —xlz)—pentl

che sommata alls (=) da 2 < —p < 2 4+ 2 & guindl che p & dispari. In
partleolave [ b surgettiva ed anche ¢ Lo &

Sla oea f: 8 — 5" tale che se f{z) = f(y) allors 2, y stanno entro un terso di
corchio. 51 considerl come sopra ¢ B = R con ¢z 41l =izl +p ovepd
il grado di f. Allora ¢z +8) — ¢(x) & E per £ € [1/3.2/3]. Quindl eslste n € B
con o< ¢e4 103 —x) < ndlen < ¢ot+ 23] —@x) per ognl ¢ £ B guindl
anche caleolando In 24 1/3; sl ottlenem < Mz+2/3) —giz+1/3) < n+ 1. Posto

2



a=@ix) b=@dz+1/3) ec=Px+2/A)slhab—a, c—a, e—bE [nn+1).
Quindl b — e = (b —a) — (¢ —a) deve avere modulo uno ed appartenendo ad
m,n+ 1] 2 se ne deduce n = 0 oppure n= —1 ¢ quindi il grado p=2n+14di f
vale 1 o —1 che & wn caso parteolave del teorema precedente,

Slano ancora [ : 5' — 5 contloua di grado pe ¢ : B = B Papplicazione da
essg Indotia wverlfleante gquindl ¢fx + 1) = ¢ix) 4+ p per ognl 2 € B
Supponiamo che per 2 € B et € [mf{2m + 1), (m + 1)/{2Zm + 1)] sl abbla
ez + 1] # dix) (guindl per m alte la § pud avere spessore moolto vicine a due).
In partbeolare sl ha guindl @iz 4+ 1/2) — ¢x] ¢ Z e guindl csiste o € M tale che
ne g4 12 —dx] <n+1lep=723n+ 1 5iha allora:

fndiz+mf(2m 1)) —giz) <n+l

ne e +Him+lf(2m4+ Ll <n+tl
Ponendo a; = ¢lx +mf (2 + 1)) per « =0, ..., — 1 &l ha ¢he

B — 00, B ] — @1 5 ooy B2 — i € Gmtl—00, @pmia—a1 ., @— 200 —8m 1

sono Zm 4+ 1 puntl In w0+ 1] e la somma del primi se + 1 meno 1a somms del
restantl o @ nulla. Me segue che —(m+ 1) < 0 < m e guindl che p =20+ 1 ha
mosdulo Inforlore & 2o + 1.

1l easo di sfere di dimensione superore. Estenderemo solo In parte | prece-
dent] rlsultatl alle sleve dl dimenslone superiore. Proclsamente sl ha:

Teorema 4 Sia [+ 5% — 5" conbinua ¢ bale che per ognd 2 € 5% &0 abbia
Tzl # f—=) ; epuivalenlemente suppondamo che [ oabbio gpessore dnferiore a
2. Allora [ ha grads dispari

IDhm. 81 pub deformare [ ad wna g che verlfica gl —z) = —glx) per ogol 2 € 57
ned modo seguenie: sla #lx) angolo tea flx) ed f{—z): per lpotes] csso & non
nulle, Se@(z) # e quindl fiz) ed f{—r) generano un plano H, sl rooting tall
vibiorl nel planoe H a veloeltd angolare costanie in modo tale che alla flne [ossla
per I valoee dol parametro 1) fz) sla portato nel normalizzato di flz)— fi—x)
e pontemporaneamente [ —z) arclvl nel normallzeato di f{—x)— fle) ; se nvece
Fx) ed fl—) sono gppostd 1 tenjamo fermi.

Tale g ha necessarlamente grado disparl; Infatil essa Induce una applicazions
continua tra 1 probecilvi associacl che Induce un lsomerfismo tea | gruppl fonda-
mentall perchi: [ suo sollevamento al rivesilment] unbversall, che & | scambia
effettivamente [ fogll.

Un teorema di surgettiviti su B®

Il terema precedente nel caso dl applicasiond tra due cople di 57 che conservano
puntl hase pud essere lotw wwamlbe la probeeione stereograflea como un teoroems
per ung applicazlone tra due cople 1 7™

Teorema &  Sia ¢ : BEY — B propra e lale che exglone A HF € B oon
A=l tali che per 2.5 € B" & abbia ||¢ —p|| < Allz|| + 5 se dz] = diw).
Allora & & surgelting (ha grado digpari)



Ihm. Sla 5 la sfera i centro O In B & B o raggio v e sla N = (r.0) € 5.
Projettando dal punto N sul fattore B® 81 ha un diffeomorflsmo o tra § — {N}
ed B*. La mappa antipodale su 5, letta tramite o Induee una Involueione + di
R" — {0} In se. Con un facile caleolo sl trova:

o
T[i‘] = —Wf

che vhewe detta Uinversione sulla sbera dl centro 0 e raggio ¢ in B
Supponlamo ora che ¢ slano puntl i B™ con ) = @iy © per Ipotesi
allora ||x— || < Al|lz]| + B. Ser & scelto In modo tale che per & & B™ — {0} sia:

|
F
All=|| + B < ||=]| - (1 4 —=)

allora non poted essere p = () ossla la ¢ letta sulla sfera 5 tramite la prolezions
stereografles con una applicazione che fssa W, verifica la condizglone del prece-
dente teorema e gulndl & surgettiva avendo grado dispari e la stessa cosa sard
vera pier la ¢ Un tale ¢ pud essere facllmente teovato e eld concdude la dl-
mosl raziono,



