Corso di Laurea in Informatica Applicata
Esame di Calcolo delle Probabilita e Statistica
Prova scritta dell’ 11 gennaio 2007

Primo esercizio. Per una certa stampante Sy, la probabilita che un
generico foglio si inceppi durante la stampa, indipendentemente dagli altri,
vale p = 0.05.

(a) Qual & la probabilita di riuscire a stampare un documento di 10 pagine?
(b) Di quante pagine deve essere composto, al massimo, un documento,
affinché la probabilita di riuscire a portarne a termine la stampa non sia
inferiore a 0.907

(¢) Supponiamo ora di avere a disposizione, oltre a S7, una seconda stam-
pante S5, di prestazioni identiche alla prima, e che lavora indipenden-
temente da essa. Se Si si inceppa prima di aver finito di stampare un
documento, la stampa della parte rimanente viene trasferita su Ss. Qual
e ora la probabilita di riuscire a completare la stampa di un documento
di 10 pagine?

(d) Sapendo che la stampa del documento del punto (c) & stata completata,
quanto vale la probabilita che S7 si sia inceppata?

(e) Ancora nella situazione del punto (c), sia N il numero di stampanti
impegnate nella stampa del documento. Calcolare la densita di N e la sua
media.

Secondo esercizio. Sia X una v. a. di legge uniforme sull’intervallo
[—1,1].

(a) Calcolare la legge della v. a. Y = |X]|. Si tratta di una legge nota?
(b) Posto Z = X2 + | X|, mostrare che P(0 < Z < 2) = 1.

(c) Calcolare la legge della v. a. Z.

SUGGERIMENTO PER IL PUNTO (c): si consiglia di abbreviare i calcoli
sfruttando i risultati dei punti (a) e (b).

Terzo esercizio. In un determinato tratto di autostrada con limite di
velocita 120 km/h, la polizia stradale ha rilevato la velocita di un campione
casuale di 81 automobili. La velocita media nel campione e stata di T =
132 km/h, con s = 20 (s & la deviazione standard ricavata dai dati).
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(a) Calcolare un intervallo di fiducia bilaterale di livello 0.95 per la velocita
media delle automobili. Cosa conclude la polizia?

(b) Quale dovrebbe essere 'ampiezza del campione per ottenere un inter-
vallo di ampiezza non superiore a 8 (km/h)?

SOLUZIONI
(a) Per i =1,2,...,10 consideriamo gli eventi

A; = {ilfoglio i—esimo viene stampato}.

Gli (A;)1<1<10 costituiscono una famiglia di eventi indipendenti, ed in-
oltre, per ogni i, si ha P(A;) = 0.95.
Posto allora

E = {lastampadel documento viene completata},

si ha evidentemente £ = A1 N AsN---N Aqg, e quindi, per I'indipendenza
10
P(E) =[] P(Ai) = (0.95)"° = 0.5987.
i=1

OSSERVAZIONE 1. Proponiamo una soluzione alternativa , basata su te-
cniche di variabili aleatorie. Per ogni ¢+ = 1,2,3,... consideriamo la v.
a.

X, = {O se S1 stampa I'i-esimo foglio .
1 in caso contrario.

Le v. a. (X;) costituiscono evidentemente una successione di v. a. in-

dipendenti e tutte di legge B(1,p), con p = 0.05, e descrivono una succes-

sione di prove indipendenti e bernoulliane, in cui il “successo” corrisponde

all’'inceppamento della stampante.

Poniamo

Y = numero di fogli del documento stampati fino all’inceppamento.
Si vede facilmente che Y e una v. a. che assume i valori interi 0,1, 2,...,10;

inoltre P(Y = 0) = P(X; = 1) = p; invece, per k = 1,2,...,9 si ha, per
I'indipendenza delle (X;),



P(Y=10)=P(X; =0,X2=0,...,X10=0)
=P(X; =0)P(Xy=0)...P(X10=0) = (1 -p)'°.

In conclusione

v _J@—=p¥p perk=0,1,...9
P<Y_k)_{(1—p)10 per k = 10.

Si osservi che il punto (a) dell’esercizio chiede proprio P(Y = 10).

(b) Ragionando come nel punto (a) precedente (primo o secondo metodo),
si vede che la probabilita di riuscire a completare la stampa di un docu-
mento di n pagine vale (0.95)™. Si tratta dunque di risolvere in termini di n
la diseguaglianza (0.95)™ > 0.90. Passando ai logaritmi si trova facilmente
(attenzione, log 0.95 < 0!)

log 0.90
n < = 2.058
~ log0.95
Dunque si puo stampare un documento di sole 2 pagine.
(c) Per i =1,2,...,10, consideriamo ora gli eventi

A; = {ilfoglio i—esimo viene stampato da S }.

B; = {ilfoglio i—esimo viene stampato da Ss }.
Si tratta di nuovo di eventi tutti tra loro indipendenti, ed inoltre, per ogni
i, si ha P(A;) = P(B;) = 0.95.
Per ogni £k =1,2,...,10 poniamo

C = {51 siinceppa al k—esimo foglio e la stampa viene completata da S, };

Poniamo poi



C11 = {51 nonsiinceppamainel corso della stampa del documento}

= {lastampa viene completatada S };

L’evento di cui si cerca la probabilita e evidentemente

gli eventi C1,C5,....,Cq1, E sono due a due disgiunti, e quindi
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P(C) = P(Cy);

k=1

dal punto (a) sappiamo che P(C11) = 0.5987; non resta che calcolare
P(Cy) per ogni k =1,2,...,10. E facile vedere che

CrL =4, ﬂAgﬂ---ﬂAk_lﬂAZﬂBlﬂ---ﬂBlo_k_H,
(spiegazione: siccome S si inceppa al k-esimo foglio, allora S ha stampato
tuttiiprimi k—1 fogli; siccome la stampa viene completata da S5, allora S

ha stampato i rimanenti 10— (k—1) = 10—k +1 fogli). Per I'indipendenza
di tutti gli eventi in questione, si deduce

10—k+1

k—1
P(C) = (J] P(A) x P x (]I P(B)
= (0.95)*71 % 0.05 x (0.95)1°7 k1 = (0.95)'° x 0.05 = 0.0299.

Si trova quindi

P(C) =10 x 0.0299 + 0.5987 = 0.299 + 0.5987 = 0, 898.

OSSERVAZIONE 2. In alternativa, il calcolo si puo fare cosi: P(C) =
10 x (0.95)1% x 0.05 + (0.95)1° = (0.95)1% x 1.5 = 0, 898.
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OSSERVAZIONE 3. E interessante osservare che la quantita ottenuta e del
tipo R, = ng"(1 —q) + ¢" = q"(n(l —q) + 1) (con ¢ = 095 e n =
10). Eventualmente, per controllo, si puo verificare che questa quantita e
effettivamente < 1. La dimostrazione pit semplice ¢ per induzione su n:
la cosa & banalmente vera per n = 1, dato che R; = ¢q. Per fare il passo
induttivo, supponiamo R,, < 1 e osserviamo che

Ry =q¢"! ((n +1)(1—q)+ 1) = q(Rn +q"(1— q))
<q(l+q"(1—q) =q+¢""1-q¢)<qg+(1-¢ =1

(d) Utilizziamo i simboli introdotti nel punto precedente. Si chiede di
calcolare

P(Ul2, cifc) = D=0 NC)

P(C)
_P(U2 Cr)  10x(0.95)1°x0.05 10x0.05 1 0.333
P(C) (09510 x15 1.5 3 T

(e) N puo prendere i soli valori 1 e 2. Dal punto (a) si ricava P(N = 1) =
(0.95)10 = 0.5987.

Per differenza si ottiene P(N = 2) =1 — 0.5987 = 0.4013.

Pertanto E[N] = 1 x 0.5987 + 2 x 0.4013 = 1.4013.

Secondo esercizio. (a) Calcoleremo la funzione di ripartizione di Y.
Dato che Y = |X| ¢ una v. a. non negativa, per ¢ < 0 intanto si ha
P(Y <t)=0. Per t > 0 si puo scrivere

PY<t)=P(X|<t)=P(-t< X <t)=F(t)— F(-1),
dove con F' si indica la f. d. r, della v. a. X, e cioe, per una formula nota
0 per u < —1
F(u):{“TJrl per -1 <u<1
1 per u > 1.

Continuando il calcolo si trova facilmente, per t > 0,

t+1 —t+1 __
F(t)—F(—t):{lT_T—t Peri)ffél
per .



In conclusione

0 per t <0,
G(t):P(Ygt):{%—%“:t per 0 <t <1
1 pert > 1,

e si riconosce quindi che Y ~ U[0, 1] (uniforme sull’intervallo [0,1]).
(b) Dato che
{F1<X <1 ={X|<1}={X?<1},

si ha
{(Fl<Xx<y={X[<yn{x’<1}c{Z<2}

e quindi
1=F(1)—-F(-1)=P(-1<X<1)<PZ<2) <1

(c) Calcoliamo la f. d. r. di Z. Per quanto detto nel punto precedente, si
ha subito

~JO pert<O,
P(th)—{l pert > 2.

Per 0 < t < 2, osservando che X2 = Y2 si puo scrivere

P(Z<t)=PY?+Y <t)=P(Y?4+Y -t <0).
Risolvendo la disequazione Y2 +Y —t < 0, si trova facilmente
-1 -1+ 4t —1—|—\/1—|—4t}
5 .

{Y2+Y—t§0}:{f§Y§

Dato che 0 <Y < 1, I’evento precedente si puo scrivere anche nella forma

{—1—— V21+4’f§yg—1+— \;1%70§y§1}
-1+ 1+ 4t
:{ogyg%,ygl}

poiché =t=y 114t 51+4t < 0.



—1++/144¢

5 ¢ non negativo per ogni valore di ¢,

Osserviamo che il numero
mentre la diseguaglianza

—1+V1+4t <1
5 =

e verificata esattamente per ¢t < 2. Possiamo allora concludere che (ricor-
diamo che stiamo considerando esattamente i valori di ¢ minori o uguali a

2)

—1+1+4t
ey —i<op=fosy < =TT

e di conseguenza (ricordare che Y ~ U|0,1])

14+ /114t
P(Zﬁt)=P(Y2+Y—t§0):P<ogY§—+2 + >
_G<—1+\/1+4t> -1+ 144t
- 2 2 :

Ricapitolando
0 per t <0,
P(Z <t)={ =1iyiHdt 5144'5 per 0 <t <2
1 per t > 2.

Terzo esercizio. (a) Poiché la varianza ¢ ricavata dai dati, quindi non
nota, utilizzeremo I’'intervallo

<X —t1_q/2(n — 1)%,X +t1_a/2(n — 1)%)
I dati sono T = 132, s =20, n = 81, 1 —a = 0.95, da cui 1 — /2 =
0.975 e (dalle tavole dei quantili della ¢ di Student a 80 gradi di lib-
erta) to.975(80) = 1.9901. Sostituendo nella formula precedente, si trova
I'intervallo (127.58,132.42), e la polizia conclude con fiducia del 95% che
in qule tratto di autostrada il limite di 120 km/hr & superato.

(b) La lunghezza dell’intervallo precedente ¢ data da
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(X +tiajaln- 1)%) ~ (X -triap- 1)%) = 2y m(n— 1)%,

e quindi si tratta di trovare n in modo che valga la diseguaglianza

2t1—a/2(n - l)i <8,

S

che equivale a

*) T n a0

I dati sono ancora 1 —a/2 = 0.975, s = 20, ma questa volta non possiamo
usare come valore del quantile £y g75(n — 1) = 1.9901, perché tale valore
corrisponde a n = 81, mentre adesso n € incognito.

Usando le tavole dei quantili della ¢ di Student a nostra disposizione con
diversi valori di n, si vede che la diseguaglianza precedente e verificata
per n = 121, ma non lo e ad esempio per n = 81. Per valori intermedi
(81 < mn < 121), non abbiamo le tavole a disposizione ma, osservando che
il quantile & una funzione decrescente di n, si puo ragionare cosi

1.9799 = t0,975(120) < t0_975(n — 1) < t0,975(80) = 1.9901,

e quindi

1.9799 < t0'975(n — 1) < 1.9901
vn vn N

La diseguaglianza (x) sara dunque verificata se

1.9901
NG

<0.2,

cioe, risolvendo, se n > 99.01. Pertanto la (%) vale per n > 100. D’altra
parte, la stessa (*) non puo essere valida se
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1.9799
n

> 0.2,

cioe, risolvendo, per n < 98.0001. Dunque (%) non vale per n < 98.
A questo punto, 'unico valore su cui rimane incertezza ( e per il quale
dovremmo avere tavole piu raffinate od usare al computer un pacchetto
statistico) € n = 99. E qui dobbiamo fermarci.



