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Tutte le risposte devono essere giustificate

Buon lavoro!

Esercizio 1.

1. Determinare quoziente ϑ e resto ρ della divisione euclidea tra gli ordinali
α = ω4 · 7 + ω2 · 5 + 3 e β = ω2 · 3 + ω · 2 + 1.

2. Scrivere l’ordinale (ω · 7 + 2)13 in forma normale di Cantor.

Esercizio 2. Ricordiamo che la gerarchia di von Neumann era definita per ricorsione transfinita
ponendo V0 = ∅, Vα+1 = P(Vα), e Vλ =

⋃
α<λ Vα per λ limite.

1. Dimostrare che non esistono ordinali α tali che Fun(ω, α) ∈ Vα.

2. Determinare la classe degli ordinali α tali che Fun(ω, α) ⊆ Vα.

Esercizio 3. Sia γ < ω1 e sia f : ω1 + γ → ω1 + γ crescente e continua ai limiti. Dimostrare che:

1. f(ξ) < ω1 per ogni ξ < ω1.

2. |Fix(f)| = ℵ1 dove Fix(f) = {α ∈ ω1 + γ | f(α) = α} è l’insieme dei punti fissi di f .

Esercizio 4.

1. Sia κ un cardinale infinito. Dimostrare che per ogni cardinale ν ≥ cof(κ) si ha

κν =

(
sup
µ<κ

µν
)cof(κ)

.

2. Supponiamo che (ℵγ)ℵ2 ≤ ℵω1+1 per ogni γ < ω1. Dimostrare che allora (ℵω1)ℵ2 = (ℵω1)ℵ1 .


