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Esercizio 1.

1. Dimostrare che se a ¢ un ordinale infinito, allora esistono ed unici A limite e n € w tali che
a=A+n.

2. Siano a > 1 e 8 > 0. Dimostrare che o & successore se e solo se o & successore e § € w.

Soluzione. (1) Soluzione #1. Dimostriamo ’esistenza precedendo per induzione su o > w. La base
induttiva & = w € banale prendendo A = w e n = 0. Se a ¢ un ordinale limite, di nuovo la tesi ¢ banale
prendendo A = aen =0. Se a = 8 + 1 & successore, per ipotesi induttiva 8 = A +n dove A & limite
en €w. Maalloraaa=(A+n)+1=A+ (n+ 1), dove chiaramente n + 1 € w.

Per dimostrare I'unicitd supponiamo che @« = A+ n = X + n/ dove A, X sono ordinali limite e
n,n’ € w. Se per assurdo A # X, diciamo A < X, allora a = A +n < XN < XN +n' = o, una
contraddizione. Dunque A = X ed abbiamo A\ +n = \ +n/. Per raggiungere la tesi basta notare che
se n < n' allora si ottiene I'assurdo a« = A +n < X = a, e analogamente se n > n/'.

Soluzione #2. Effettuiamo la divisione euclidea di A per w. Allora esistono, ed unici, ordinali v e
p < w tali che @ = w v+ p. Visto che a > w, l'ordinale v > 1, e si puo facilmente dimostrare per
induzione su v > 1 che il prodotto w-~ & un ordinale limite. Notiamo infine che v # 7 & w-vy # w-+'.
Allora ponendo A = w -7y e n = p si ottiene la tesi, inclusa la proprieta di unicita.

(2). Supponiamo prima che a = v + 1 sia successore e che f = k € w. Per induzione su k > 1,
verifichiamo che (y + 1)¥ & successore. La base ¢ ovvia. Per il passo induttivo, notiamo che

(D =+ D+ ) = ( D)y + (+ 1)

& successore, perche (v + 1) lo & per l'ipotesi induttiva.

Viceversa, notiamo che se a ¢ limite e se § = v + 1 & successore, allora o’ = a7 - a = U5 ca @&
¢ limite perché a ¢ limite. Se § ¢ limite, visto che v — a7 & strettamente crescente (ricordiamo che
a > 1), allora af = Uv <B «” e limite. Dunque sia o = y+1 che 8 sono necessariamente successori. Per
raggiungere la tesi resta da vedere che 8 € w. Se per assurdo [ fosse infinito allora, per la (1), posso
scrivere 8 = A + k dove A ¢ limite e 1 < k < w. Dimostriamo ora per induzione su k che (y + 1) ¥
¢ limite, ottenendo I'assurdo. Se k = 1, allora (y + DM* = (y + DMy +1) = (v + DMy + (v + 1)A
¢ limite, perche (y + 1)* lo ¢ (abbiamo gia osservato sopra che o ¢ limite se 3 ¢ limite). Nel passo
induttivo £ = n + 1, notiamo che

(y+ DM = (v + DMy + 1) = (v + DMy (y + 1)

An

che ¢é limite, perche (y + 1) ¢ limite per ipotesi induttiva.

Esercizio 2. Sia a un ordinale, e sia (Ag | 8 < o) una a-sequenza crescente insiemi, cioé tale che
Aﬁ - Aﬁ/ per 8 < ﬁ,.



1. Dimostrare in dettaglio che [{J;_, As| = max{|al, supg., [45[}}-

2. Si puo generalizzare il risultato di sopra a I-sequenze crescenti (A; | i € I) dove (I,<) ¢ un
insieme totalmente ordinato qualunque?’

Soluzione. (1). Come prima cosa, rendiamo quella unione disgiunta ed applichiamo la formula per
le somme infinite di cardinali. A questo scopo consideriamo ad esempio gli insiemi A’ﬁ = Ag x {B}.
Chiaramente |Aj| = [Ag| e A, N AL =0 per 8 # ~. Inoltre ¢ immediato verificare che |z, Aa| <
|Up<qa A3l; ad esempio la funzione a + (a,7) dove v = min{f | a € Ag} & una funzione iniettiva.
Dunque si ha:

| U Ad| < | U Alﬁ‘ = Z |A| = max{]a\,sup AIB|} = max{\a|,sup\A5]}.
B<a B<a

B<a B<a B<a

Per dimostrare l'altra disuguaglianza, notiamo intanto che supg_,, [4g| < | Uﬁ/ <o A, visto che per
ogni [ si ha banalmente |Ag| < ]U7<a A, |. Inoltre, prendiamo xy € Ag e, usando I'assioma di scelta,
per ogni 8 > 0 prendiamo un elemento x5 € Ag con x5 ¢ |J, 5 Ay. La sequenza (zg [ f < a) & una
sequenza iniettiva di elementi di {J,_, Ay, e quindi o <[, ., 44

(2). La risposta ¢ NO. Un controesempio si ottiene considerando (I, <) = (R, <), e la sequenza
(Xy | r€eR),dove X;, = {q € Q| ¢ < r}. Dalla densita di Q in R segue subito si tratta di una sequenza
crescente. Inoltre | J,cp X, = Q ¢ numerabile, mentre max{|R|,sup,cg [ X;|} = max{c,No} = ¢.

<o

Esercizio 3. Dimostrare che valgono le seguenti uguaglianze cardinali:
1. RN = 9% . No,
2. (Nerw)Nl = 2% (Nerw)NO-

Soluzione. Verra usata la formula per i prodotti infiniti:
v
H Ko = (Sup Ha> )
a<v a<v

dove v & un cardinale infinito, e (ko | @ < v) & una sequenza debolmente decrescente di cardinali
infiniti. Notiamo che:

N
(Nw+w>N1 = ((Nw—i-w)NO)Nl - (H Nw+n> = H(Nw+n)Nl'

Adesso, applicando n volte la formula di Hausdorff (k*)” = k¥ - kT, si ottiene che
(Nw—l—n)Nl = Nle ) Nw—l—n-

Dunque possiamo continuare la catena di uguaglianze iniziata sopra in questo modo:
Ng
H (Nern)Nl = H Nle : Nern = <NwN1 : Nw+w) = Nle : (Nerw)NO-
n<w nw

Analogamente a sopra, di nuovo applicando la formula per i prodotti infiniti e la formula di
Hausdorff, abbiamo

N N
Nle _ (Nle) 0 _ H Nan _ H NONl R, = <2N1 'Nw> 0 — o1, NWNO.

n<w n<w

1 . NS . . . N .
Se la risposta & si, darne una dimostrazione; se la risposta & no, trovare un controesempio.



Mettendo insieme le uguaglianze viste sopra, concludiamo che

(Nw+w)N1 = Nle : (Nw+w)N0 = 2N 'NwNO ) (Nw—i-w)NO = 2N . (Nw—i-w)NO-

Esercizio 4. Dimostrare le seguenti proprieta:

1. Per ogni ordinale «, se A € V, allora |A| < |V,].

2. Sia A limite. Allora una funzione f € Vyy; <= dom(f),imm(f) € Vy41.

Soluzione. (1). Procediamo per induzione transfinita su o. La base o = 0 ¢ vera a vuoto, perche
non ci sono insiemi che appartengono a V5 = (). Se o = 8+ 1 & un successore, ricordiamo che per
definizione V341 = P(V3), e quindi A € V341 < A C V. Usando il Teorema di Cantor si ottiene che
|A| < |V3] < |P(V3)| = |Va4+1].- Se A & un ordinale limite, A € V), = A € V,, per un opportuno vy < .
Per ipotesi induttiva si ha che |A| < |V,| < |V)| (ricordiamo che V, C V}).

(2). Ricordiamo anzitutto che una funzione f & uno speciale insieme di coppie ordinate (a,b), e
che ogni coppia ordinata era definita come coppia di Kuratowski (a,b) = {{a}, {a,b}}.

Supponiamo che f € Vyi1. Per ogni a € dom(f), prendiamo b tale che (a,b) € f. Visto che
f € Vay1 & f C Vy, segue che (a,b) € V). Abbiamo allora a € {a} € (a,b) € V), = a € V) (qui
abbiamo usato il fatto che gli insiemi V), della gerarchia di von Neumann sono transitivi). Abbiamo cosi
verificato I'inclusione dom(f) C V), da cui la tesi dom(f) € Vy41. La dimostrazione che I'immagine
imm(f) € V41 € del tutto analoga.

Viceversa, supponiamo che dom(f),imm(f) € Vy,1, cioe dom(f),imm(f) C V). Per ogni (a,b) €
f, si ha che a, € dom(f) C V) e b € imm(f) C V), e quindi a,b € V). Visto che A ¢ limite, esiste 7 < A
tale che a,b € V,. Ma allora {a}, {a,b} € V.41 e la coppia di Kuratowski (a,b) € V,4o C V) (poiche
A ¢ limite, v < A = 742 < \). Abbiamo cosi dimostrato I'inclusione f C V), cioe la tesi f € Vy41.



