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Buon lavoro!

Esercizio 1. Dimostrare in dettaglio che le due seguenti proprietà per ordinali sono equivalenti:

1. α = ωδ per un opportuno δ.

2. Per ogni β ∈ α, il segmento finale {η ∈ α | η ≥ β} ha lo stesso tipo d’ordine di α.

Esercizio 2. Sia α un ordinale, e sia δ l’esponente tale che ωδ ≤ α < ωδ+1. Dimostrare che per ogni
funzione crescente f : α → α, l’insieme di immagini {f(i) | i < ωδ} è un sottoinsieme illimitato di ωδ.

Esercizio 3. Un cardinale κ si dice esponenzialmente chiuso se µη ≤ κ per ogni µ, η < κ. Dimostrare
che valgono le seguenti proprietà:

1. Un cardinale κ è esponenzialmente chiuso se e solo se 2ν ≤ κ per ogni ν < κ.

2. Per ogni cardinale µ e per ogni cardinale regolare η esiste κ > µ esponenzialmente chiuso con
cof(κ) = η.

3. Un cardinale esponenzialmente chiuso κ è regolare se e solo se
∑

ν<κ κν = κ.

Esercizio 4. Ricordiamo la gerarchia di von Neumann




V0 = ∅
Vβ+1 = P(Vβ)
Vλ =

⋃
γ<λ Vγ se λ è limite.

Dimostrare che se un ordinale α è il successore di un ordinale limite, allora vale la proprietà seguente:
“A×B ∈ Vα ⇔ A ∈ Vα e B ∈ Vα”.


