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Barriere dal basso

Due esempi di funzioni armoniche

Proposizione 1. Sia d ≥ 3. Dati Br ⊂ BR ⊂ Rd, la funzione

u(x) :=
|x|2−d −R2−d

r2−d −R2−d

è una soluzione del problema

∆u = 0 in BR \Br , u = 0 on ∂BR , u = 1 on ∂Br .

Proposizione 2. Dati Br ⊂ BR ⊂ R2, la funzione

u(x) :=
ln |x| − ln r

lnR− ln r

è una soluzione del problema

∆u = 0 in BR \Br , u = 0 on ∂BR , u = 1 on ∂Br .

Un’applicazione

Proposizione 3. In R2 consideriamo i rettangoli

R = (−1, 1)× (0, 1) e Rδ = [−1 + δ, 1− δ]× [δ, 1− δ],
dove

δ ∈ (0, 1/4).

Sia h ∈ H1(R) una funzione armonica in R tale che

h ≥ 1 su Rδ , h ≥ 0 su R.
Allora, esiste una costante dimensionale cd > 0 tale che

h(x, y) ≤ cd y per ogni (x, y) ∈ [−1 + 2δ, 1− 2δ]× [0, δ].

Principio del massimo di Hopf

Teorema 4. In Rd consideriamo una palla BR ed il semispazio

H+ :=
{

(x′, xd) ∈ Rd−1 × R : xd > 0
}
.

Sia u ∈ H1(BR ∩H+) una funzione armonica in BR ∩H+ e tale che

u = 0 su BR ∩ ∂H+ , u > 0 in BR ∩H+.

Allora,
∂xd

u(x′, 0) > 0 per ogni (x′, 0) ∈ BR ∩ ∂H+.
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