ELEMENTI DI ANALIST MATEMATICA — Corso di Laurea in Matematica, a.a. 2002/03

PRIMO COMPITINO, 28 NOVEMBRE 2002 — TESTI

I PARTE, GRUPPO A.

1. Determinare il dominio della funzione f(z) = y/log(z + 1) + 1.

2. Risolvere la disequazione cos(4z) < 1/2 nell’intervallo z € [0, 2x].

3. Per quali valori di a € R si ha che 2%¢” sin(2?) = o(z%) per x — 07?

1
4. Disegnare il grafico di f(z):=2+ a1
T —
5. Determinare i valori di @ e b per cui f(z) = az® + 2bz% + 1 ha un punto di flesso in = = 1/6.
elog(mZ—l)
6. Calcolare la derivata prima e seconda di f(z) := Yt
x

7. Calcolare lim z*27%.
r—+00

5
8. Calcolare lim <230 F 2 logx)
z—0t el/z

I PARTE, GRUPPO B.

1. Determinare il dominio della funzione f(z) = /log(z + 2) + 2.

2. Risolvere la disequazione cos(3z) < 1/2 nell’intervallo z € [0, 2x].

3. Per quali valori di @ € R si ha che z*e® cos(2?) = o(z*) per x — 0?
1

4. Dis il grafico di f(z) =2+ ——.

isegnare il grafico di f(z) + )
5. Determinare i valori di a e b per cui f(z) = az® + 4bz? + 1 ha un punto di flesso in = = 1/6.

elog(12—4)
6. Calcolare la derivata prima e seconda di f(z) := o
T —

7. Calcolare lir£1+ 2% log .

: 5
8. Calcolare lim S2T/3 127 logz)
z—0t el/z

II PARTE.

2

— 2

1. Studiare la funzione f(x) := x n 11.
z

acosx — be” + sinx

2. Calcolare, al variare di a,b € R, il limite lim 5

z—0 €T

a) Determinare il primo termine non nullo nello sviluppo di Taylor in zo = 0 della funzione
f(x) := (sinx)? — sin(2?).
b)

Lo stesso, con f(x) := (sinz)™ — sin(z™), n > 2 intero.

4. a) Dimostrare che la funzione f(z) := z logx & invertibile per x > 1.
b) Calcolare il limite del rapporto f~1(y)/y per y — +oo, dove f~1 & Iinversa di f.
¢) Trovare una funzione elementare h(y) per cui f~1(y) = h(y) + o(h(y)) per y — +oo.
d) Trovare una funzione elementare h(y) per cui f~(y) = h(y) + o(y/log*y) per y — 4oo.
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I PARTE, GRUPPO A.

S Ut = W N

8.

. Deve essere log(z 4+ 1) +1 > 0, ovvero > 1/e — 1.

cxe [ BV E v SV A

. Essendo e® ~ 1 e sinx ~ , si ha z%e” sin(22) ~ 2% che & o(2?) se e solo se a < 6.

. Si tratta del ben noto grafico della funzione 1/z traslato a destra di 1 ed in alto di 2.

. Siccome f"(x) = 6az + 4b, deve essere f'(1/6) = a + 4b =0, ovvero a = —4b (e a # 0).

. All’interno del campo di esistenza, la funzione si semplifica a f(z) = 2 — 1, per cui f(z) =1
e f'’(x)=0.

. Per x — 400, ogni potenza & “o piccolo” di ogni esponenziale con base maggiore di 1, quindi

il limite e 0.

Siccome numeratore ¢ limitato, ed il denominatore tende a +o0, il limite ¢ 0.

I PARTE, GRUPPO B.

[ I N S R

-3

. Deve essere log(z +2) +2 > 0, ovvero z > 1/e? — 2.

L we 5,55 U, dr]y 12, 10a],

97 9 97 9 9 9

. BEssendo e® ~ 1 e cosx ~ 1, si ha x*e? sin(z?) ~ 2% che & o(z?) se e solo se a < 4.
. Si tratta del ben noto grafico della funzione 1/ traslato a sinistra di 1 ed in alto di 2.
. Siccome f"(x) = 6ax + 8b, deve essere f/'(1/6) = a+ 8b =0, ovvero a = —8b (e a # 0).

. All’interno del campo di esistenza, la funzione si semplifica a f(z) = x + 2, per cui f(z) =1

e f"(z)=0.

. Per z — 07, il lograitmo ¢ “o piccolo” di ogni potenza negativa, quindi il limite & 0.

8.

Siccome numeratore & limitato, ed il denominatore tende a 400, il limite & 0.

II PARTE.

1.

La funzione f & definita per x # —1, positiva in (—1,0) U (2, +00), nulla in 0 e 2, e negativa
altrove; f(z) =x—3+4o0(1) per x — oo ed f(z) =3/(x+1)+0(1/(x+1)) perz — —1, e
quindi f(400) = +oo0, f(1%) = Fo0.

Inoltre f/(z) = (22 + 22 — 2)(x + 1)~2 si annulla

y=f(x)
in x5 = #; dallo studio del segno si ot- ‘\ ; //
tiene che f & crescente negli intervalli (—oo, 2] -1 ‘ 22 // -
e [zg,+00), e decrescente negli intervalli [z, —1) = v

y?X—B ////
L=
N

e (—1,23]; in particolare 1 ed x9 sono punti di
massimo e minimo locale, rispettivamente. La
derivata seconda ¢ f”(z) = 3(z + 1)~3, e quindi
f & concava nell'intervallo (—oo, —1) e convessa
in (-1, 4+00).

. Siccome il denominatore & 2, ci basta determinare 1’espansione di Taylor all’ordine 2 (per

x — 0) del denominatore. Usando gli sviluppi noti:

acosx —be” +sinx = (a—b) + (1 —b)x — GTH.%Z +o(x3) .

Si presentano quindi tre casi:

1) se a — b # 0 (ovvero a # b), allora il limite ¢ 400 per a > b e —oo per a < b;
2)sea—b=0e1l—b#0 (ovvero a =b # 1) allora il limite non esiste (per essere precisi,
& 400 da un lato e —oo dall’altro);

3)sea—b=0e1l—bt =0 (ovvero a = b= 1) allora il limite & %2 = 1.

. a) Usiamo lo sviluppo di sinx. Lo sviluppo sint = t + o(t?) (con t = x nel primo termine

e t = 22 nel secondo) da f(z) = o(z®) e dunque non & sufficiente. Proviamo allora sint =
t—13/6 + o(t*):

(sinz)? —sin(2?) = (z — 2°/6 + 0(:54))2 — (2* = 25/6 + o(z®))
= (;v2 —z*/3+ 0(9:5)) — (acz + o(xs))
= —a*/3+ o(z%) .

b) Si procede come per a):

(sinz)™ —sin(z") = (z — 2%/6 + o(m4))" — (2" — 2”6+ o(z""))
= (2" —na"*?/6 + o(a"*?)) — (¢" + o(z®))
= —nz""2/6 + o(z"?) .

Il punto delicato & sviluppare la potenza n-esima nella prima riga: un modo ¢ raccogliere x
e usare lo sviluppo (1+ )" = 1+ nt + o(¢):

n

[z — z3/6 + 0(;164)]n =" [1+ —22/6 + 0(;102)] )
¢
= 2" [1+n(—2?/6 + o(z?)) + o(—2? /6 + o(z?))]
2" [1—na?/6 + o(z?)] .

Un conto pilt accurato mostra in effetti che il resto nello sviluppo di f & o(x™*3).

. a) f & ben definita per > 1, f(1) =0 e f(4+00) = +oo. Inoltre f'(z) =1+ logz > 1 per

x > 1, quindi f & crescente nell’intervallo [1,+00) ed & quindi invertibile. Siccome f mappa
[1,+00)) su [0, +0c), £~ mappa [0, +00) su [1,400)). Inoltre f~!(+o00) = +o0.

b) Indichiamo ora con z = z(y) l'inversa di f (come funzione di y). Siccome zlogz =y e
r — 400 per y — +0o0,

& . 1 1

lim = lim ———=—
y—+oo log(z(y)) 400

Y
y—+oo Y

¢) Piu difficile. Siccome z = y/logz, dobbiamo esplicitare logz in funzione di y (almeno
approssimativamente). Ora, y = zlogz implica

logy = log z + loglog z = log z + o(log x) (1)

(perché loglogz = o(logz) per x — +o0o e quindi anche per y — +00). In particolare
logy ~ log z, quindi la precedente equazione diventa

logz =logy — o(logy) =logy (1 +o(1)) . (2)
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Pertanto

e= 2 Y 1+01) =L (1+0(1) =2 +0(L).

- log x - logy - logy - logy logy

d) Andando oltre, dalla (2) si ottiene loglog x = loglogy + o(1), e sostituendo nella (1)

logz = logy + loglogy + o(1)

e poi
r=-2 = Y
logz  logy + loglogy + o(1)
log1 1 -1

_ Y [1+ 0g Ogy+o< )]
logy logy logy

_ Y [lfloglogerO( 1 >]: y 7yloglogy+o( y2 )
logy logy logy log y log®y log” y

COMMENTI.

1. Esercizio 2, II parte: molte “distrazioni” nella discussione del limite. In alcuni casi, sono
stati semplicemente enunciati i risultati.

2. Esercizio 3, II parte: la semplificazione degli errori ¢ stata fatta spesso in modo approssi-
mativo.

3. Esercizio 4b), II parte: molte pseudo-dimostrazioni che alla fine si possono riassumere in “si
vede a occhio che le cose vanno proprio cosi”.

4. Esercizio 4b), II parte: usando de L’Hoépital, alcuni hanno sbagliato ad applicare la formula
per la derivata della funzione inversa.



