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DIFFERENZIABILITA 2

Si enunciano i principali teoremi di rango in dimensione finita e il teorema di invertibilita
locale in spazi di Banach.

TANGENTE AD IMMAGINI

Come gia osservato, data una funzione vettoriale di una variabile derivabile z — f(x) ¢
se per un valore del parametro z si ha f'(z) # 0 allora l’immagine di un intervallo sufficien-
temente piccolo attorno a z ha tangente nel punto f(z) data dall'immagine del cammino
lineare ¢t — f(z) + tf'(z): poiche vi & differenziabilita f(z) = f(z) + f'(2)(x — 2z) + ¢ con
le|/|x — z| — 0 per z — z.
- Per le immagins di funzioni vettoriali f di piu variabili differenziabili vale il seguente:
TEOREMA 5 (del rango) Sia f : A € RF — R*** con derivate parziali continue.
Se la matrice del differenziale df, ha rango massimo ('immagine dell’applicazione lineare
(t1...tx) ¥ dfp(t1 .. .tx) ha dimensione k) vi ¢ una palla B,(p), centro p e raggio r , per cui:
1- Pimmagine della palla f(B,(p)) ¢ grafico di una funzione differenziabile con derivate con-
tinue rispetto al k-piano per lorigine di R™ immagine del differenziale (localmente grafico)
2- il k-piano tangente in f(p) a f(B,(p)) ¢ il traslato di questo

fO)+t3lw .. +trale = f( )+ dfp(ty .- tx)

cioe i vettori delle derivate parmah (p), .. ng (p) sono base del k-piano tangente in f(p). Per

superficie in R? (z1,x2) — f(71, xg) il tangente in f( ) in coordinate cartesiane ¢ dato dalla
condizione di ortogonalita ((z,y, z)— f(p))- gjl (p)/\axz det((x, y,z)— f(p), 5"‘—;’1( ) 5{2( )) =0

TANGENTE A LUOGHI DI ZERI

Dato l'insieme di livello C' = {x : f(x) = f(p)} di una funzione a valori reali differenziabile

in un punto p si conisdera un cammino derivabile v : [-1,1] — C tutto in C che all’istante
t = 0 passi per p con velocita v non nulla (7(0) = p, 7'(0) = v).
Poiche tale cammino sta in C la funzione ¢ — f(7(¢)) risulta essere costante. La sua derivata
é nulla. per cui 7} (0)%@) +... 4 (0)%@) = 0 cioe V f(p) & ortogonale a tutte le direzioni
tangenti a curve che giacciono su { f(x) = f(p)}. Necessariamente se I'insieme di livello avesse
un piano tangente in p dovrebbe essere I'ortogonale alla direzione individuata da V f(p).

Il seguente teorema asserisce che per una funzione differenziabile con derivate continue se
af p) # 0 allora I'insieme che passa per p ove f ¢ costante, {z : f(z) = f(p)}, “vicino a p” ¢l
gmﬁco rispetto all’iperpiano ortogonale alla direzione v di una funzione con derivate continue.
Si considera come direzione quella dell’ultima coordinata, e, dato x = (x1,...x;) € R, si
pone z' = (x1,...x5_1), " = x, identificando x con (z',z").

TEOREMA 6(Teorema del Dini delle funzioni implicite) Sia f : A C R* — R con derivate
continue. Se %(p) #0visono: R>0,7>0, ¢:Bg(p)— [pr —r,px + 1] = B.(p") per cui:
-z =2" = (') & |2' = p| <R, 2" = p"| <71 e fz) = f(2',2") = f(p)

2- ¢ e differenziabile con derivate continue e dalla regola della catena si ha

Oz, Oy —f—(p)

/

) = )= —
Ox; Ox; azk Lp)

COROLLARIO Nelle precedenti ipotesi I'insieme {z : f(z) — f(p) = 0}, luogo di zeri, ha
piano tangente in p dato dal luogo di zeri del differenziale traslato in p:

(@1 —p) oL+ + (@ — p)2L) = (€ —p) - Vf(p) = dfy(z —p) = 0



OSSERVAZIONE: i seguenti esempi mostrano che le precisazioni nell’enunciato sono neces-
sarie. Con k =2e f(z,y) = 22 —y?, p = (0,0) il livello zero della funzione ¢ dato da due rette
incidenti che non sono grafico rispetto ad alcuna direzione in nessun rettangolo contenente
p . Con f(z,y) = = —siny si vede che & necessario restringere il luogo di zeri anche nella
direzione dei valori della funzione implicita perche sia un grafico. Con f(z,y) = 22 + 3 e
p = (0,1) si vede che & necessario restringersi nel dominio.

OSSERVAZIONE: se la derivata direzionale rispetto a v € nonnulla in p allora il livello della
funzione per p in un “cilindro retto” con altezza parallela a v & un grafico

Piu in generale vale il seguente teorema delle funzioni implicite che permette di identificare
i tangenti agli insimei di soluzioni di sistemi di equazioni. Il precedente teorema rientra nel
seguente enunciato con m =1e h = (k —1).
Si introducono le seguenti notazioni:
Se f: ACR™™" 5 R™e x,,...x;, sonom distinte variabili tra quelle di z = (x1 ... xy)
Ofi

of e e g . .
con 76(%...;5]-,”)(7’) si indica ( Do (p)) iigm la matrice quadrata m x m estratta dalla matrice

Jacobiana di f scegliendo solo le colonne delle derivate rispetto alle m variabili prescelte.

In termini pitt geometrici significa che si sta considerando la restrizione del differenziale
di f in p al sottospazio generato da ej, ...e;,. Pill in generale se W & un sottospazio di
dimensione r generato da vy ...v, con a%’%(p) 0 a(T?f.w—,)(p) si indica la restrizione di df, a W.

A livello di differenziali %(p) e il differenziale in 0 della funzione di r variabili s =
(s1,--.8:) = f(p+ s1v1 + ...+ s.v,) = g(s) che si identifica con il differenziale in p della
restrizione di f a p+ W.

Se z € R™™ si identifica con (z',2"), ove ' € R" sono le prime h coordinate di z e
2" € R™ le ultime m coordinate di x.

TEOREMA 7 Sia f : A C R™" — R™ con derivate continue.
Se df, ha rango massimo, ovvero la sua immagine ha dimensione m,

per esempio det ( O (). of (p)) # 0 allora vi sono:

6$1+h oo 8$m+h
R>0,r>0,¢:Bg(p) — B.(p") per cui:
1- 2" = (') (xhej =@j(@1...28), 1 <j<m) & |2 =p"| <re flzx)= f(22") = f(p)

2- ¢ & differenziabile con derivate continue. Poiche 2’ — f(z', p(z')) & costante ha derivate
nulle, dalla regola della catena si ha considerando le funzioni coordinate di f e ¢ come colonne

-1
Ofr Ofr_9%i _ 0 ciod 21 of Sp _ indi 22 = — of of
azi +Zl§j§m 6zh+j 6zi - O ci0e 8zi+8(zh+1...zh+m) 611' - O qlllndl al‘i - 6(117h+1---mh+m) azi

-1
10€ o« _ _(___9of / _of ., ]
cioe doy = 37 = (6(Ih+1---$h+m)($ e(z')) 3(1..an) & eE)
det o (p)
. . OTh; p; zhy1-0 1o TivThtm)
e dalla regola di Cramer si ha ) = @) = — 4 8
' ’ O(@p41-Thpm)

OSSERVAZIONE: a meno di un cambiamento di coordinate si ha che se il differenziale df,
ristretto ad un sottospazio W di dimensione m risulta invertibile, considerato V' il sottospazio
di dimensione h per cui ogni z € R"*™ s¢ eguale a 2, + 2, conz, € Vez, € Wex, 1, =0
allora vi sono R, r per cui {f(z) = f(p)} N (V N Bgr(p,) x W N B,(py)) € il grafico rispetto

a V di una funzione ¢ e dp,, = — (%(w})_ . %(w)

TEOREMA DI INVERTIBILITA LOCALE

Il caso limite in dimensione finita dei teoremi di rango e delle funzioni implicite e il
seguente teorema di invertibilita locale. Questo teorema come i precedenti hanno validita
anche in spazi di Banach, ma la sua enunciazine nell’ambito piu generale e piu chiara.



TEOREMA 8: (Invertibilita Locale) Sia F' : A C B — (' differenziabile con continuita,
ove B e C sono due spazi di Banach: z — F(z) = y.
Se dF}, e lineare limitata invertibile da B a C con inversa limitata: ovvero
Alvlp < |dpF(v)[c < Alvls

allora vie R > 0 per cui :

1) Br(p) C A, F ristretta a Br(p) € invertibile, F'(p) & interno a F(Bg(p))

2) se F' e differenziabile k£ volte tale risulta la su “inversa locale”.

Detta g la restrizione di F' a Bg(p) dalla regola per il differenziale di una funzione com-
posta si ha per ogni y € F(Bg(p)) dyg~" = (dg_l(y g) '
OSSERVAZIONE - T'assunzione che I’inversa def differenziale sia un applicazione lineare
continua ¢ in realta superflua derivando da un teorema astratto (della mappa aperta).
- un’ipotesi “puntuale ” che sostituisce la differenziabilita con continuta & che esista solo d,F'
con uniformita della stima dell’errore

g 2) ) T = 0

in tal caso si ha solo che F' & localmente invertibile nel senso specificato in 1) e la sua inversa
risulta differenziabile solo in F'(p).
- La differenziabilita in ogni punto con funzione differenziale continua, garantisce la condizione
sopracitata applicando la diseguaglianza del valor medio alla funzione F'(z) — d,F'(x).
- La sola differenziabilita nel punto con diffrenziale invertibile non garantisce ’'invertibilta
locale come mostra il seguente esempio: z € R, F((z) = 2z?sin % +x, p=0.
OSSERVAZIONE - In dimensione finita B = C' = R™ la condizione di invertibilita del

. . . . aFZ
differenziale e equivalente a det ( 9o, (p)) I<i<m #0
153m
- Quindi grazie al teorema di Cramer si ha:
@(Fl...Fj_l,Fj+1...Fm) _1 B(yl...yj_l,yj+1...ym)
ox; — a(g—_l)‘°( ) — (_1)Z+] det Oy 1T441---Tm) (g (y)) — (_1)14_] € (@1 ®;_1%;41---@m)
Oy; Oy; Y deta(zf_zm) (97 (®) detg_z

OSSERVAZIONE - Per dedurre il teorema delle funzioni implicite usando il teorema di in-
vertibilita locale si deve assumere, oltre alla surgettivita di d,f, che esista un sottospazio
chiuso D per cui B = Kerd,f @ D, fatto sempre vero negli Hilbert e in dimensione finita
considerando 'ortogonale al nucleo del differenziale che di per se e chiuso per definizione.
Quindi per ipotesi ogni elemento x € B si scompone in modo unico z’ + z” ~ (z/,2"). Non
solo: detta I I'identita su Kerd,f e Il la proiezione su Kerd,f parallela a D si considera
F = f+ I -1I, per l'ipotesi fatta si ha che II risulta continua. Quindi si applica a tale F' il
teorema di invertibilitd locale " = F~1(f(z) = ') — ',

- Analogamente assumendo, oltre all’iniettivita di d,f, che Imdpf sia chiusa e vi sia un
sottospazio chiuso D per cui C = Imd,F @ D si ottiene il teorema del rango considerando
FBx D — C, F(z,d) = f(z) +d.

OSSERVAZIONE - Alcune dimostrazioi del teorema di invertibilita locale si basano sostanzial-
mente sul teorema di punto fisso con parametri.

- A tal riguardo un lemma inetressante e il seguente: se g € una funzione da A aperto di B
spazio di Banach in B per cui [g(z) — g(2)| < ¢/ — 2| con ¢ < 1, allora z — z + g(z) &
invertibile e la sua inversa soddisfa |[¢g7' (y) — ¢ ' (w)| < %

Quindi si applica il lemma a g(z) = (d,F) ™" F(z) — z.

- Direttamente considerando che si vuole risolvere y = F(z) per z e y abbastanza vicini a p
e f(p) rispettivamente, si puo considerare equivalentemente il problema di trovare un punto
fisso per (d,F) ' (y — F(p)).

Il procedimento di approssimazione dato dal teorema delle contrazioni da una successione di
approssimazioni della soluzione cercata z,41 = 2, —dp" (f(2,) —y) che pud essere visto come
un metodo delle secanti “parallele” al differenziale in p.



