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ESERCIZIO n. 1 Si studi I'esistenza dei limiti nei domini delle seguenti funzioni, al variare
di eventuali parametri, e quando possibile se ne calcoli il valore:
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ESERCIZIO n. 2 Tra le seguenti implicazioni si provino quelle valide e si trovi un controe-
sempio per ognuna di quelle false:

1. EI(z,a,r)l—iP?m(),.vo) fay) = 3 fm,, fm,, f@9)-
2.3 Jim, Y, fey)=lim, lim, o foy) = 3 lim o f(@).

3 lim, lm, flz,y) =X\
3. 3 lim lim 0 f(x: y) = A = A1=A2=As.

3 lim f(z,y) = A
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ESERCIZIO n.4 a) Si studi la continuita delle seguenti funzioni:
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b) Se ne studi la derivabilita nelle diverse direzioni.

ESERCIZIO n. 3 Se f(z,y) = 2®° + logz(artan(artan(artan(sin(cos(zy) + log(z + 1)))))),
si calcoli la derivata rispetto a y nel punto (1,y) g—g(l, Y).



ESERCIZIO n. 4 a) Se f: X — Y & continua con inversa su tutto Y continua si provi che
per A C X si ha f(0A) = 0f(A). (si consiglia di usare il linguaggio degli spazi topologici
piuttosto che quello degli spazi metrici).

b) Si mostri con un esempio che se f & continua ed invertibile ma la sua inversa non & continua
I’eguaglianza non ¢ in generale vera. Quale inclusione & vera?

c¢) Tenendo conto che nelle definizioni di misura di Peano Jordan e di misura esterna di
Lebesgue gli iper-rettangoli cartesiani possono essere sostutuiti da ipercubi si provi che se f
¢ una funzione da R™ in se Lipschitziana allora trasforma insiemi di misura nulla in insiemi
di misura nulla.

d) Si provi che una funzione lineare L da R" in se trasforma un insieme A Peano Jordan
misurabile in un insieme Peano Jordan misurabile. Ricordando che mis(L[0;1]") = |detL| si
provi che mis(L(A)) = |detL|mis(A).

C, = [0;1]
ESERCIZIO n.5 Si definiscano gli insiemi : , C=Nto On
C.. = iC.u(2+1c,)
a) Si provi che C, é decrescente, C' chiuso e non vuoto.
b) Si provi che C' & l'insieme dei numeri di [0;1] che ammettono un’espressione in base 3
senza 1 (z = 3,51 5%, a, € {0,2}).
¢) Si provi quindi che C non ha ne punti isolati ne punti interni, in particolare coincide con
la sua frontiera, ed & pill che numerabile.

ESERCIZIO n.6 Se A C [0;1] e a € [0;1], si denoti con T, A I'insieme aA U ((1 — a) + aA)
(e.g. Cp = Tg[O; 1]). Data {a,}nen una qualsiasi successione di numeri strettamente tra 0
D, = [0;1]
ed % si definisca , D=N>"y D,
Dn+1 = Tp-- 'Tan[o; 1]
a) Si provi che D, C D,, che D, ¢ composto da 2" intervalli chiusi. Si calcoli la misura
di D,, e si mostri una successione per cui tali misure convergno ad un numero strettamente
compreso ta 0 ed 1.
b) Si consideri la funzione F,, : [0;1] — [0; 1] crescente, continua, affine a tratti, e nulla in 0
che trasforma C), in D,. Si provi che D & chiuso, senza punti isolati, senza punti interni e
pitt che numerabile. Si mostri che se il limite delle misure dei D,, € non nullo allora D non e
misurabile secondo Peano Jordan.
c¢) Provare che la successione decrescente delle funzioni caratteristiche z +— xp, (z) dei D, é
di Cauchy rispetto alla seminorma f — [ | f(x)|dz.
d) Si provi che se vi fosse una funzione Riemann g integrabile per cui [, |g(z) — xp, (z)|dz —
0, n — oo, allora sul complementare di ogni D,,, tranne al piu1 un insieme di misura nulla
secondo Peano. g dovrebbe essere nulla.

ESERCIZIO n.7 a) Si provi che data una funzione 1 Riemann integrabile

m{z : ()| > m} < [ i(z)|de
b) Cid assodato, si completi quanto enunciato nell’ultimo punto del precedente esercizio
mostrando che g deve essere eguale ad 1 su D tranne al piu un insieme di misura di Peano
nulla. Si concluda quindi mostrando che la seminorma f ~ [, |f(z)|dz non & completa.



ESERCIZIO n. 8 Si dica in quali sottoinsiemi di R le seguenti successioni di funzioni, per
n — 400, convergono puntualmente, in quali uniformemente, giustificando la risposta:
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ESERCIZIO n.9 a) Per n € N si definisca f,(z) = & (artan(nz + n) — artanz), z € R.
- Si studi la convergenza puntuale ed uniforme sui sottoinsiemi di R della successione ( f,)nen-
- Si studi la convergenza puntuale ed uniforme sui sottoinsiemi di R della serie >°,, fy.
b) Si studi la convergenza puntuale ed uniforme sui sottoinsiemi di R della successione di

n? sin? (g)
n

funzioni: .
1 + n?sin? (%)
z3(cos )™ x # 0
. . 1—cosx
¢) Per n € N si definisca:g, () = , = [_g; g]
0 =0

Si studi la convergenza puntuale ed uniforme della successione di funzioni (g, )nen-

d) Si studi la convergenza puntuale ed uniforme sui sottoinsiemi dei domini specificati delle
successione di funzioni {f,}nen, € detto f il limite si studi la convergenza puntuale ed uni-
forme e totale della serie Y}, (f, — f):

folz) =1, z€[0;1] fo(x) =cosz, z€R folz) , = €0; 4]

fs@) = oha@) L fan(e) = cos(fu@) | funnl@) = [hly

ESERCIZIO n. 10 Provare che la successione di funzioni: f,(z) = (sin(nz))*", z € [0;2n]
non converge in tutti i punti del dominio. Si studi la convergenza verso zero delle successioni
numeriche date dai seguenti integrali:

/027r fo(z)dz | /0% nfn(z)dz

ESERCIZIO n. 11 Dopo aver giustificato che le integrande sono integrabili si calcolino gli
log 3 [e's) 1

integrali giustifi dl't:/ ‘””d,/ dz.

integrali giustificando la risposta (; ne > z, | (; o m2> T

log 2

DEFINIZIONE: data f,, : X — (V,||v||) successione di funzioni limitate a valori in uno spazio
normato si dice che Y, cn frn(x) converge totalmente se la serie numerica Y. || f(x)|| converge.
Se lo spazio & completo allora la convergenza totale implica la convergenza in norma ma non
viceversa.

ESERCIZIO n. 12 Si dica in quali sottoinsiemi di R le seguenti serie di funzioni, convergono
puntualmente, in quali uniformemente, in quali totalmente, giustificando la risposta:
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ESERCIZIO n.13 a) Si discuta la convergenza puntuale di ogni funzione tra quelle elencate.
b) Se ne studi la convergenza uniforme: sul rispettivo dominio di definizione, sulle palle
aperte, chiuse e sui complementari di queste.

¢) Quando specificato se ne studi la convergenza rispetto alle norme o distanze indicate.

(a) nY7e = (b) eme™™), ffoolfl (c) aVre s
(d) |n + z|"t® () (L+sin?z)", [F"[f]  (f) sinZ
(g)e ™ lognz, [ |f| (h) sin g, [[f]

. on(z+

(i) % () fo = m, z,y>0 (k) Xn fa
si studi anche la serie
numerica Y., sup fn

(1) X, n(sinz)" (m) ¥, e”‘m 2t (n) ¥, e ™ dy
(0) JI' {7y (p) X, = log(n + 22 + y?)

ESERCIZIO n.14 Studiare la continuitd delle seguenti funzioni tra spazi normati:
a) Id: (C'[0; 1], [ || + [ 1)) = (C[0; 1],5up | f])
b) Data f : R" — R, se h € R", si definisce 75, f la funzione z — f(x + h), e quindi si
definisce I'operatore 7f da R™ a valori funzioni dato dall’associazione 7f : h — 7, f:
- data f limitata 7f : R® — (B(R"),sup |f]), ove B(R") sono le funzioni limitate.
- data f limitata uniformemente continua e limitata
7f:R" — (UCB(R"),sup |f|) (UCB(R") funzioni uniformemente continue e limitate).

- data f continua e con norma L?, ([ |f|pd:v) finita, 7f : R — (C(R), | f|L»)-
c)P : (C[0;1], [ |f]) — (C]0;1], sup |f|) ove Pf é la funzione x — [y f%(s)ds.
d) Id: (C[0;1],sup | f[) — (C[0; 1], [ | f]), ) H(C0; 1], J [ f1) = (€05 1], sup | f1)

f) 1d: (CL0;1], S £)) = (CL0: 10, /S 1) 8) & = (C*[0: 1], sup |f]) = (C[0:1], S |/])
h) 4% (CHO 1L S f] + [ 1)) = (Clo; 1],Sup|f|)
ESERCIZIO n.15 Per n € Z sia e,(t) = T e, t € [0;2n]. Per f € C([0;2n], C) si ponga

= [ f(t)en(t)dt =: (f - €n).

a) Si provi (em - €n) = Omn, |Sn|? = SNy leal? < JZ7|£(t)[%dt , e che per ogni successione
Yn € C con ¥ |1,|? < oo si ha Sy = &N\ env,. & di Cauchy rispetto alla norma

b) Per funzioni reali si considerino py(t) = ﬁ,p” (t) = ﬁ cosnx, dy,(t) = % sinnz,n >0 e

= [ f(t)p,(t)dt, b, = [ f(t)d,(t)dt e si provino gli analoghi.

N N N-1 n
ESERCIZIO n.16 a) Provare Z anb, = by Z ay, — Z (b1 — bp) Z ay
n=0 n=0 n=0

b) Provare che se a, ha somme limitate (cioe supy | ©~ a,| < C < 00) e b, & infinitesima con
variazione totale finita (cioé 3% |b,41 — b,| < 00, e.g. decrescente) allora }° a,b, converge.
c¢) Provare che se a, ha serie convergente (33 a,) e b, € solo con variazione totale finita
allora 3" a,b, converge.

d) Con le notazioni del precedente esercizio se f(t) = t si studi la convergenza uniforme nei
sottoinsiemi di [0; 27] della serie di funzioni Sy = ¥ encn.

e) Se f(t) = t si studi la convergenza uniforme nei sottoinsiemi di [—7; 7] della serie di
funzioni Sy = SN\ en(t) [7. te,(t)dt.

f) Se f(t) = t* — 27t si studi la convergenza uniforme nei sottoinsiemi di [0; 27] della serie di
funzioni Sy = Zﬁ’: N €nCn.-



ESERCIZIO n.17 a) Usando il teorema di Stone Weiestrass astratto (un’algebra di funzioni
continue chiusa per coniugio che separi i punti e contenga le costanti ¢ densa) si provi che
lo spazio vettoriale generato da €, n € Z & denso con la norma uniforme nello spazio delle
funzioni continue periodiche a valori complessi.

b) Si deduca che lo spazio vettoriale generato dalle costanti e dalle funzioni cosnt, sin nt &

1
denso rispetto alla norma ( o f (t)|2dt) * nelle funzioni con quadrato integrabile
c) Si provi che [§™ |f(t)[2dt = 5-lim, " | [i7 f(t)e~ " dt|?

ESERCIZIO n.18 Si consideri lo spazio vettoriale V' delle funzioni continue a media nulla su
[0;1] (i.e. [y v(t)dt =0). Siano (Cv)(z) = [F [¥v(t)dtdy — z [y [¥ v(t)dtdy,
(Bv)(z) = (Cw)(z) — fy (Cw)(t)dt
a) Si provi che 'immagine di B sono le funzioni derivabili due volte con continuita, periodiche
e a media nulla con derivate prime periodiche e a media nulla. Si scriva I'inversa di B.
b) Si trovino gli autovalori e le relative autofunzioni di B,
¢) Si mostri che B & simmetrico rispetto al prodotto scalare (f, 92 = Jy f(t)g(t)dt
2

d) Si provi che B trasforma limitati rispetto alla norma (f f?(¢)dt)? in relativamente compatti
rispetto alla norma uniforme.

Una serie del tipo Y- a,(z — 20)", ay, 2z € C si dice serie di potenze di centro z.

Se Y- a,w™ converge allora Y, |a,|r™ converge per ogni r < |w|, e quindi } a,z" converge
totalmente ed uniformemente nelle palle di centro 0 e raggio strettamente minore di |w|

Se per qualche w la serie converge sup{r : 3 |a,|r"converge} si dice raggio di convergenza,
altrimenti si dice che la serie ha raggio di convergenza nullo.

Dal criterio della radice per le serie a termini positivi si deduce che il reciproco di lim sup,, ., ”\/m
¢ eguale al raggio di convergenza (lim sup = lim,,_, SuUpys,, = inf,en SUpPgs,,)

4n—1 4n _x)n—kl

ESERCIZIO n. 19 Calcolare le serie »_ f T > 4$ 3 > ﬁ
~ 4n — — 4n — — n(n

ESERCIZIO n.20 Si studi il dominio di convergenza delle serie di potenze

z" z"™ sin n!

4n—2 n1nn (_x)n .
n n—1)on— : ‘Tn n! n,.n?
anuzm%lz%z( oy Lo ,z(%)!,zx,zzw-

n n

log n

ESERCIZIO n. 21 Si studi la convergenza puntuale, uniforme e totale delle seguenti serie di
log(1 n n 1
funzioni: Zm, Za—(a>1), Za— a<1) Zx a" Zogn
ne n®

T
nx" n n n T

ESERCIZIO n. 22 Si studi il seguente problema di Cauchy per serie di potenze e si discuta
1+ 22)y"(z) +y(z) =0, z€R
la convergenza della serie determinata:

ESERCIZIO n.23 Si studino le seguenti serie di potenze in campo complesso all’interno del
dominio di convergenza e si calcoli il limite delle prime due:

2 T T OT()reco






