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Soluzione dell’esercizio 16b del II foglio di esercizi

ESERCIZIO n.16 a- Se f ¢ misurabile su M di misura finita allora lim, . || f|l, = || f]| [Si
consideri prima il caso in cui || f]|, < oo].
b- Sia M misurabile qualsiasi, se per qualche s > 0siha f € L*(M), allorain M lim,_, || f||, =

1 loo-
c- Se M ha misura 1 e per qualche s > 0 si ha f € L*(M) allora in M lim, |/ f]|, =

exp ( [y log | f|dm).

PREMESSA INTUITIVA: nel caso di una funzione a due valori a ,b assunti su insiemi di
egual misura: |f], = ((Ja” + |b|p)%)5 — max{|al, |b|} per p — oo.

a-b-1 Si tratta per primo il caso | f|, < 400.

a- (Come visto a lezione) Sia ¢ > 0 qualsiasi, usando la diseguaglianza di Tschebyshev.

m(M)?|floo > |flp > ( /{ } |f|Pdm)‘° > (|floo — e)m{[f] = |f]oo — £})7

[f1=1floo—e

Affincheé 'ultimo minorante sia utile va dimostrato che m({|f| > |fle — €}) > 0: questo &
vero per definizione di |f|w (se {|f| < |f|e — €} avesse misura piena: |f|o —& > |f|o0)-

Al limite per p — oo si ha per ogni € > 0: |f|s > limsup|f]|, > ligninf]f\p > |floo — €.
p—soo —00

b- Come’ nel punto a- si cerca di minorare e maggiorare | f|, con |f]w.

b.1- Si dimostra lign iorolf |flp > |fleo: come sopra per la diseguaglianza di Tschebyshev si ha

o = (fle = m{If] > [loo — £})?

b.2- Si dimostra® limsup | f|, < |f|e: come per il punto a- si maggiora |f], con |f|s :
p—oo

1

1
18 s 1_% s > >
111 =1t ([1ream)” = ([ 1eram)” =111,
Come in a- per p — oo si ha per ogni € > 0: |f|s > limsup|f], > li;ninf\f]p > |fleo — €.
p—00 —0o0

a-b-11 Se | f|o = o0 si considera f,, = (f An)V (—n). Si ha|f,|e =n, |f| > |fn] € quindi :

per ogni n li}gr_ljogfmpzligirolf|fn\p:n—>+oo

I'La dimostrazione di b.1 vista a lezione usava invece 1’approssimazione con funzioni a supporto di misura
finita (idea fuorviante per la maggiorazione in b.2):
Siano Mr = M N Bg, ove Br = {z : |z| < R}: Mpg ¢ crescente per l'inclusione e |JpooMr = M. In
particolare la famiglia di funzioni misurabili crescenti | f|xar, T |f] per R — oo.
Si ha: |f|p > |fXMglp, quindi per il punto a- si ha per ogni R:

liminf |f|, > lim |fXxmglp = |fXMrloo = [fleo R — 00

p—00 p—00
(Comunque sarebbe stato meglio e pilt generale € considerare M,, = {% < |f|} sono di misura finita, per
la diseguaglianza di Tschebyshev con |f|®, e danno come unione crescente {|f| > 0} che ¢ il dominio effetivo

ove si valutano le norme.)
2Come non si & visto a lezione.



