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XVIII foglio di esercizi: forme differenziali

Legenda: e esercizi piu impegnativi, o di approfondimento o estensione e quelli piu teorici,
~ quelli ‘ponte’ verso argomenti sviluppati in altra sede o con una certa rilevanza pratica.

Legenda: Si mette in evidenza quando gli esercizi sono stati temi di esame con la seguente
convenzione: AACnEm ovvero AAExnEm, ove AA sono le ultime cifre dell’anno accademico,
C se si tratta di prove in itinere (compitini), Ex se si tratta di testi di appelli, n il numero del
compitino o del’appello, E sta per esercizio ed m il numero dell’esercizio. Le soluzioni sono
reperibili nella pagina personale di G. Alberti.

09C2E1 Su R™\ {0} si consideri la funzione p(x) := |z]|.

a) Calcolare dp;
b) data f : (0, +00) — R di classe C', calcolare d(f(p) dp).
[Osservazione:nel punto b)puo esser utile esaminare il caso n = 2].

09C2E3 Calcolare d[(zy*dz + z2% dy) A (dx + dy + dz)).

09Ex1E2 Sia f : R?* — R* la mappa data da f(ty,t2) := (t1,t,12,13), e sia w la 2-forma su
R* data da
w = (25 dwy — 23 dwy) A (2] dos — 23 doy)

a) Calcolare dw. b) Calcolare f#w.

09Ex4E1 Calcolare il differenziale della forma w su R™\ {0} data da

wi= F(lal) S (=),

=1

dove f: (0,00) — R & una funzione di classe C' e w; il prodotto esterno dei dz; con j # i.

09Ex5E2 Si consideri la mappa f : R? — R? data da f(t1,t2) := (5 — 13, 2t1t2,13 + 13) € la
2-forma su R3
w = x1drs Ndrs — xodrs Ndry + x3day N dxsy .

Calcolare dw, ffw e f#(dw).

09Ex5ES Preso a € R, si consideri la 2-forma
w = (322 + axs) dry A dxg + (21 + 2ax3) dxy A drs .

a) Determinare l'insieme I degli @ € R per i quali w & chiusa, ovvero dw = 0.
b) Per ogni a € I trovare una primitiva di w, vale a dire una 1-forma o tale che do = w.

11C2E2 Dato a € R, si ponga w(zx) := (21 + ax3) dry A dxe + (a1 + x3) drg A dxs per ogni
x € R3. Dire per quali a la forma w ¢ chiusa, ed in tal caso calcolarne una primitiva.

11Ex1E1 Sia w(z) := exp(|x|?) (dz1 Adxy+drs Adry) per ogni z € R*. Calcolare dw e w Aw.



11Ex2E3 Calcolare f#w dove f: R?2 — R3 ¢ data da f(x1,79) := (=122, 1129, 23 + 73) € w
¢ la 2-forma su R3 data da w = exp(yy) dyz A dys.

11Ex3E2 Dire per quali a € R la 2-forma w := (32% + ax3) dzy A drs + 2(az3 + x1) dos A drs
ha differenziale nullo, ed in tal caso calcolarne una primitiva.

11Ex5E4 Sia f : R® — R? la mappa data da

f(x, 29, x3) = (:Elxg,w§ — 2x1x9)

e sia w la 2-forma su R? data da w := y; dy; A dy». Calcolare f#w e d(f#w).

12C2E1 a) Dato a € R sia w la forma su R? data da w(z) := (21 + 22)e®®1723) dzy A da,.
Dire per quali a questa forma e chiusa, e in tal caso calcolarne una primitiva.
b) Calcolare g#w dove g : R?* — R3 ¢ data da g(sq, s9) := (83,5182, 1 — 7).

12Ex1E2 Calcolare dw dove w ¢ la 1-forma su R™ data da w(z) = Y7, afz di.

12Ex2E2 a) Si consideri una forma del tipo w := w; A wy con wy forma chiusa. Dimostrare
che se w; e chiusa allora anche w e chiusa, e che se w; € esatta allora anche w e esatta.

b) Vale il viceversa di queste implicazioni?

12Ex3E1 Sia w la (n — 1)-forma su R™ data da

n

w(z) =3 (=1 f(|=*) @i \ da;

i=1 ji

dove f: R — R ¢ una funzione di classe C'. Calcolare dw.

12Ex4E2 Per ogni x € R™\ {0} sia w(z) = el &, x;dx;. Trovare una primitiva di w.
[Suggerimento: cercar tra le funzioni radiali].




