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IITter foglio di esercizi (complemento):approssimazione uniforme dell’identita,
compattezza, e densitd dei polinomi e dei polinomi trigonometrci in LY

Legenda: e esercizi impegnativi, o di approfondimento e piu teorici, —~ esercizi ‘ponte’.

Criteri di compattezza in LP basati solo su concetti di teoria della misura e non sulla stuttura
vettoriale di R? non verranno qui proposti. Per la densitd in LP dei polinomi e dei poli-
nomi trigonometrici si da una versione ‘artigianale” dei teoremi di Stone-Weiestrass esposti
a lezione.

o —~ ESERCIZIO n.1 (approssimazione uniforme dell’identita ) Si dice famiglia di approssi-
manti dell’identita una famiglia (¢,) per cui

Yn > 0, Jon =1, Vo > 0 / Yn — 0 n— oo.
{|z|>6}
a- Nel caso si ha

Vg limitata, continua in xy g * p,(z9) — g(rg) VpeE<oo Vfe Ll fx@, — f;
Vg limitata, uniformemente continua g * ¢,, —r~ g

b- Data F C LP, p < oo per cul  supgz|fle <00 ,supzl|f —7yf|ler — 0, y — 0 allora

sup [f — f * ¢nlr — 0, n — 00
fer

eo —~ ESERCIZIO n.2 (Criterio di compattezza di Frechet-Kolmogorov in LP con la misura
di Lebesgue)

a- Sia Q aperto in R? e A con chiusura compatta in . Se F C LP(Q), p < oo & tale che
sup |flr () < o0, Sup \f =7y flera)y = 0 y — 0

allora F ¢ relativamente compatta in LP(A).

b- Una famiglia 7 C LP(RY), p < oo ¢ relativamente compatta in LP(R?) se e solo se
Sup | fleray < 00, sup |f = 7y flermey — 0 y — 0, sup |fler({zi>ry) — 0 R — o0

c- Enunciare e provare un analogo criterio di compattezza in LP(Q2), p < oo quando € ¢ un
aperto di R%.

o —~ ESERCIZIO n.3 (densita polinomi trigonometrici e polinomi in L?([a, b]))

cosz + 1\"

2
di approssimanti dell’identita.

a- Sia g,(x) = ¢, X[-nx in mdo che [ g, = 1. Si provi che (g,) ¢ una famiglia

b- Considerando le convoluzioni g, * f con f € C(R) e 2m-periodica si provi che i polinomi
trigonometrici son densi in {f € C([—m;7]) : f(—7) = f(7)} e quindi in LP(—m7, ).

c- Si deduca la densita dei polinomi in C([0;7]) e quindi in LP(0, 7).



