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1 Valori assoluti

1.1 Valori assoluti su un campo

Nel seguito indicheremo con K un generico campo.

Definizione 1.1.1. Un valore assoluto |-|: K — R ¢ una funzione con le seguenti proprieta:
L. ]jzg| >0Ve e Ke|z|=0 < z=0;
2. |zy| = |zlly| Yo,y € K;
3. 3C > 0 tale che |1 + x| < C Vz € K tale che |z] < 1.

Osservazione. La proprieta 3. precedente € equivalente a una versione piu debole della disu-
guaglianza triangolare:

3. AC" > 0 tale che |z +y| < C'(|z] + |y|) Vx,y € K.

Quest’equivalenza ¢ molto facile da provare, in quanto, supposto per simmetria che || < |y| # 0
e posto a = %, si ha:
[z 4yl = [yll1 + af < Cly| < C(|z] + |y]),

mentre viceversa:

r +
1+ al = | | |y| < C'(1+af) <2C".
)
Osservazione. B troppo restrittivo chiedere che un valore assoluto soddisfi la disuguaglianza
triangolare standard, poiché ad esempio con tale definizione la norma quadra || - [|? : C — R

non rientra nella categoria dei valori assoluti.

Osservazione. Dalla definizione di valore assoluto, piu precisamente dalla moltiplicativita, si
ottiene che || = 1 per ogni ¢ radice dell’unita; in particolare |1| = | — 1] = 1.

Il valore assoluto su K tale che |x| =1 Vx € K* & detto valore assoluto banale.
Osservazione. Un valore assoluto | - | su un campo K induce una topologia su K: un sistema
fondamentale di intorni per x € K ¢ dato dalle palle B(z,¢) = {y € K | |xr — y| < €} al variare
die > 0.

Ad esempio, il valore assoluto banale induce sul campo la topologia discreta, mentre la norma
euclidea su C induce la topologia euclidea standard su C stesso.

Definizione 1.1.2. Due valori assoluti |- |, e | - |, su K si dicono equivalenti se esiste 7 > 0
tale che |z|, = |z|} Vx € K.

E del tutto evidente che due valori assoluti equivalenti inducono la stessa topologia sul campo.
Inoltre, scegliendo un opportuno v > 0, ¢ immediato osservare che ogni valore assoluto e
equivalente ad un altro valore assoluto con C' = 2.

Proposizione 1.1.1. Se | - | ¢ un wvalore assoluto su K con C = 2, allora | - | soddisfa la
disuguaglianza triangolare standard.

Dimostrazione. Supponiamo per simmetria che |z| > |y[; poniamo inoltre o = £. |a| < 1,
percio:

[z +y| = [z + ax| = |1 + affz] < 2[z],
da cui deduciamo la disuguaglianza |z +y| < 2max {|z|, |y|} valida Vz,y € K. A questo punto,
con una semplice induzione otteniamo che:

or

S

i=1

< 2" max |z
7




(ad esempio basta spezzare la somma in due meta e applicare il passo base); se inoltre n € N
¢ tale che 271 < n < 27, aggiungendo 2" — n zeri alla somma ricaviamo la disuguaglianza:

n

>

< 2"max |z;| < 2nmax |z,|.
(2 2

i=1
In particolare, ponendo x; = - -+ = x,, = 1, si ha che |n| < 2n. Ma adesso:
|z +y|" = Z (n) Iy 7| < 2(n + 1) max (n) aly" | <
- ] J ¥
7=0

< 4(n + 1) max <?) |27]ly" | < 4(n + 1)(J2] + )™,
J

(in quanto max; (?) |27||y™ 7| & solo uno dei termini di (|z|+|y|)"), e la tesi si ottiene estraendo
la radice n-esima e facendo tendere n — oo. ]

Corollario 1.1.2. Ogni valore assoluto su un campo ¢ equivalente ad un altro valore assoluto
che soddisfa la disuguaglianza triangolare.

Osserviamo quindi che la restrizione a cui portava 'imposizione della disuguaglianza triango-
lare nella definizione di valore assoluto era solamente apparente, in quanto, volendo studiare
i valori assoluti a meno di equivalenza, posso chiedere che la disuguaglianza triangolare sia
effettivamente soddisfatta.

Nel seguito potremmo dire che un valore assoluto ¢ normalizzato se soddisfa la disuguaglianza
triangolare.

Osservazione. Se | -| & un valore assoluto normalizzato, vale laltra disuguaglianza triangolare:
2] = [yl < |z —yl.
Infatti z =y + (z —y) e y = x + (y — =), dunque per la disuguaglianza triangolare:
[l <yl +lz—yl e |yl <faf+]y—al,
e la tesi segue notando che |x — y| = |y — x| (in quanto | — 1| = 1).

Proposizione 1.1.3. Due valori assoluti |- |, € ||, su K danno la stessa topologia su K <=
sono equivalenti.

Dimostrazione. L’implicazione facile <= & gia stata vista; per I'altra, supponiamo che i due valori
assoluti siano non banali, in quanto se uno dei due lo fosse, il teorema sarebbe evidentemente
Vero.
Per I'ipotesi appena fatta, sia a € K tale che ||, < 1. Per moltiplicativita del valore assoluto,
si ha:

lim |a"|, =0,
n—o0

cioe o — 0 nella topologia indotta da | - |,. Visto che le topologie indotte sono uguali, a™ — 0
anche nella topologia indotta da | - |, cioe |af,, < 1.
Detti percio:

A, ={zeK||z|, <1} C{r e K| |z], <1} =t Ay,

B, ={reK||z|,>1} C{r € K| |z|, > 1} =: By,



(B, C B, in quanto se v € B,, x7! € A,, dunque 27! € A, e cio¢ x € B,), fissiamo un
elemento x € B,.

Sia y € By; |yl, = |z|] per un certo v > 0. §ia inoltre ™ € Q, ™ > ~; allora |y|, < |z|J,
dunque |y"|, < |z™|,, cioe {g—m|v < 1, da cui |g—m}w < 1.

Analogamente, se Q > ™ < a, |;’—Z}w > 1, quindi:

[Ylo <lzlé  per T >a
Yl > |zl per T <o

e per continuita |y, = |z|}.
A questo punto, posto |z|, = |z|? con 8 > 0:

lylo = [2]] = |2]57 = Iyl
Se invece y € A,, y* € B, e dunque |y~ |, = |[y~!?, da cui |y|, = |y|Z. O

Definizione 1.1.3. Un valore assoluto | - | su K si dice non archimedeo se |z + y| <
max {|z|, |y|} Vz,y € K, cioe se C' = 1.

Osservazione. Osserviamo che se |z| # |y|, allora |z +y| = max {|z|, |y|}. Infatti, se ad esempio
lz] < |y|, allora y = x +y — x e dunque |y| = |z +y — z| < max{|z+y|,|z|}, da cui
max {[z, [y} = |y| <[z +yl.

FEsempio. Fissato K = Q e p € N primo, definiamo valore assoluto p-adico la funzione
||, : Q — R tale che, se Q 3z = pk%, con (mn,p) =1, |z|, = p~* e ovviamente |0], = 0.
Tale funzione e evidentemente un valore assoluto ed e inoltre non archimedeo, in quanto, se

k <h:

/

m m’ m m
P +ph_, —p k| +pk—h_/ <p*
n n'|, n n
Proposizione 1.1.4. Sia K un campo con un valore assoluto |- |. Sono equivalenti:

1. | -] é non archimedeo
2. Per ognin € Z, |n| < 1.

Dimostrazione. 1 = 2) Ovvio, perche |n| = |14 ---4+ 1| <|1] = 1.

()

quindi estraendo la radice m-esima e facendo tendere m — oo si ha la tesi.

2 = 1) Si ha:

(CEXREDD

ety < Y 12 lly™ ] < (mo 1) max {2 |y™ ),
1=0

Corollario 1.1.5. Se char(K) = p, ogni valore assoluto su K é non archimedeo.

Dimostrazione. Per ognin € (Z/pZ)*, |n| = 1 perche n ¢ radice di 1, quindi per la proposizione
precedente | - | € non archimedeo. O

Osservazione. Se K ¢ un campo con un valore assoluto archimedeo, presi comunque x,y €
K\{0}, esiste n € N tale che |nz| > |y|. Infatti, se m € Z ¢ tale che |m| > 1, n = m"* (per un
k opportuno) funziona.



Consideriamo ora un campo K a caratteristica 0 con un valore assoluto non archimedeo.
Consideriamo A = {x € K | |z|] < 1}; questo ¢ un sottoanello contenente Z. Inoltre
M = {z € K | |z| < 1} ¢ il suo unico ideale massimale, in quanto evidentemente M = A\A* e
M ¢ un ideale.

Definizione 1.1.4. Un dominio A & un anello di valutazione per K = K(A) se per ogni
x € K*sihax € A oppure 7! € A.

Osservazione. A & un anello di valutazione di K.

Proposizione 1.1.6. Sia A un anello di valutazione per K = K(A). Allora A é locale e
integralmente chiuso.

Dimostrazione. Per la localita, basta far vedere che M = A\A* & un ideale. Sia a € A e
m € M. Se m = 0, evidentemente am € M; se m # 0, supponiamo per assurdo che am ¢ M,
ciot am € A*. Allora (am)™' € Ae A > a(am)™! =m™!, cioée m ¢ M, assurdo.

Mostriamo ora la chiusura rispetto alla somma; siano x,y € M. Per definizione, uno fra xy=!
e v~ 1y sta in A, dunque, senza perdita di generalitd, possiamo supporre che zy~! € A. Allora:

r+y= y (vy'+1)€ M.

eM €A

Sia ora x € K intero su A. Per definizione, v € A oppure 27! € A. Se x € A si ha la tesi. Se
invece 7 € A, dalla relazione di interezza 2™ + > a;2’ = 0 otteniamo:

r=— (a1 +agrt 4+ anx_"H) c A
O

Definizione 1.1.5. Sia K un campo. Una valutazione v su K ¢ un omomorfismo v: K* — R
tale che, Yo,y € K*, v(x +y) > min {v(z),v(y)}.

Osservazione. Se |-| € un valore assoluto non archimedeo su K, posso associargli la valutazione
v =log,|-|, dove ¢ € R & tale che 0 < ¢ < 1. Viceversa, se v & una valutazione, |z| = ¢*(®
definisce un valore assoluto non archimedeo.

E immediato notare che valori assoluti equivalenti definiscono valutazioni equivalenti (cioe con
¢ diverso) e viceversa.

Esempio. Consideriamo il valore assoluto p-adico su Q. Se prendiamo ¢ = %, abbiamo che
oy (pmn) = a.

Se v ¢ una valutazione su K, possiamo considerare gli insiemi:
A, ={z € K" |v(z) >0} U{0}, M, ={z e K" |v(xz) >0} U{0},
che corrispondono a A e M precedentemente assegnati a un valore assoluto.

Definizione 1.1.6. Una valutazione v : K* — R si dice discreta se v(K™*) ¢ un sottogruppo
discreto di R.

Osservazione. Sia G un sottogruppo di R. Sono equivalenti:
1. G & discreto (cioe 0 & isolato)

2. Ogni intervallo di lunghezza finita di R contiene un numero finito di punti di G.



Chiaramente 2 = 1; viceversa, esiste ¢ > 0 tale che |g| > € per ogni 0 # ¢g € G, quindi,
Vg # h € G, |g — h| > ¢, da cui, se un intervallo ha lunghezza [, in esso possono starci al
massimo é < 400 punti di G.

Corollario 1.1.7. Sia G un sottogruppo discreto non banale di R. Allora G = 7.

Dimostrazione. Sia 0 # g € G; [0, g]NG ¢ finito, quindi esiste ¢g = min {(0, g] N G}. Mostriamo
che G = (ep). Chiaramente l'inclusione C, in quanto G ¢ un gruppo. Sia invece x € G}
sicuramente x = peg, con p € R*. D’altra parte, G 3 x — [u]eg = {u}eg e 0 < {u}eg < e, da
cui {u} = 0 per minimalita di ey (cioe u € Z). O

Di conseguenza, possiamo assumere a meno di normalizzazioni che v(K*) = Z.

Esempio. Per ogni p € N primo, v, ¢ una valutazione discreta di Q. In questo caso si ha:

oM all
AUPZ{PEGQ‘GZO}ZZ@% Mva{PgGQ‘azl}ZPZ(p),
cioe A,, ¢ il localizzato di Z rispetto al primo p.
Proposizione 1.1.8. Sia v una valutazione di K. Allora v ¢ discreta <= M, e principale.

Dimostrazione. Se v & una valutazione discreta, esiste x € K tale che v(x) = 1. Mostriamo
che = genera M,. Sia y € M,, ciot v(y) > 1. Allora y = zz~ 'y, ma 27y € A,, in quanto
v(z7ly) =v(y) =1 >0, da cui y € (z).

Viceversa, se M, & principale, sia z un suo generatore. Possiamo supporre che v(z) = 1 a meno
di normalizzare. Dico che 0 ¢ un punto isolato di v(K*). Infatti, se y € K e v(z) > 0, allora
y € M, e quindi v(y) > 1, e lavorando analogamente con y~! si vede che v(K*) N (—1,1) =
{0}. O

Teorema 1.1.9 (Gelfand). Sia K un campo munito di un valore assoluto archimedeo. Allora
K ¢ isomorfo a un sottocampo di (C, || -||).

Teorema 1.1.10 (Ostrowski). Sia | - | un valore assoluto non banale su Q. Allora |- | é
equivalente al valore assoluto ordinario o a un valore assoluto p-adico.

Dimostrazione. Supponiamo dapprima che |-| sia non archimedeo. Sappiamo allora che [n| <1
Vn € Z.

Consideriamo 'anello di valutazione A come definito prima; ovviamente Z C A. Contraendo
I'ideale M a Z si ottiene 'ideale primo M°® = M N Z; questo puo essere 0 o (p) per un certo
primo p € Z.

Se questo & 0, allora |n| =1 ¥n € Z e questo genera il valore assoluto banale.

Se invece M NZ = (p), |p| < 1, quindi, a meno di normalizzazione, possiamo supporre che
Ip| = 1/p. Osserviamo che, per ogni m € Z tale che (m,p) =1, m & (p) e dunque m ¢ M, cioe
|m| = 1. Da questo si deduce che, Ya € Z, V(b,p) = (¢,p) = 1:

b _
ol =p"
¢
cioe | - | & il valore assoluto p-adico.
Supponiamo ora che | - | sia archimedeo. Allora esiste ¢ € Z tale che |¢| > 1. Sial < b € Z.

Possiamo scrivere ogni intero n in base b:

n=ab* + -+ a1b + ao,



con k < llzgg((z)) ea; <b-—1Vi. Allora:
k
In| < Z la;||b]* < (k + 1) max |a;b'| < (k+1)(b— 1) max |b|,
i=0

da cui |n| < (k+1)(b— 1) max {1,]b/*} (a seconda che |b] <1 e |b] > 1). Se n = c™

1 m log(c
] < (%’?[S;) + 1) (b— 1) max {1, [b| 07},

quindi, passando alla radice m-esima e prendendo il limite m — oo, si ottiene:
log(c)
1 < [e] < max {[1], |b|=® }

e dunque |b| > 1, cioe ogni intero ha valutazione > 1. Inoltre |¢| < |b|Pe® | quindi |c|Pe@ <

|b|™=® | ma per simmetria si ha che |c|Ps@ = |b|Te® = \ Vb,c € Z, b,c > 1.
DenoFando infine v = log(\) = }zi('z)l = ;zé('g)l, evidentemente |c| = ¢” per ogni ¢ € Z e percio | - |
e equivalente al valore assoluto ordinario. O

Corollario 1.1.11 (Formula del prodotto per valori assoluti di Q). Sia Mg l'insieme dei valori
assoluti non banali di Q opportunamente normalizzati (ossia i valori assoluti p-adici e quello
ordinario). Allora, Vx € Q*:

[T lz1=1

|-le Mg
Dimostrazione. Se n € N, allora n = [[;_,p;* e dunque:

[Tl =p o []Inly=1.

P
[

Osservazione. Abbiamo definito I'insieme dei valori assoluti discreti come sottoinsieme dei valori
assoluti non archimedei; tale definizione non e restrittiva, in quanto, anche definendo un valore
assoluto discreto se I'immagine di log, | - | & un sottogruppo discreto di R, ogni valore assoluto
discreto risulta essere non archimedeo.

Dimostrazione. Se char(K) = p # 0, necessariamente il valore assoluto € non archimedeo.
Se invece char(K) = 0, basta studiare il valore assoluto su Q. Ma per il teorema di Ostrowski
sappiamo che 1'unico valore assoluto archimedeo e non discreto, da cui la tesi. O

Esempio (Valore assoluto non discreto e non archimedeo). Consideriamo il campo K (z,y) e la
valutazione:

v:  K(z,y)* — R
T — 1
Y — V2

> air'y?  — min {v(z'y’)}
Con una semplice verifica si vede che ¢ un omomorfismo, ed evidentemente v(K(z,y)*) =
7. @ /27, che non & un sottogruppo discreto di R.



Lo stesso studio dei valori assoluti puo essere generalizzato al campo K (t). Vediamo ora quali
possono essere i valori assoluti che sono banali su K. Consideriamo un polinomio irriducibile
p(t) € KJt] e assegniamogli un valore |p| = ¢ con 0 < ¢ < 1; possiamo allora considerare il

valore assoluto tale che, se f = p*g{* ... ¢/*, con (q;,p) = 1 Vi, | f | = c*. Questo ¢ effettivamente
un valore assoluto non archimedeo. Un altro valore assoluto su K (t ) banale su K puo essere

cdeg(9)—des(f) per un certo 0 < ¢ < 1; anche questo & non archimedeo:

Ly ﬁ _ fl + hg _ Cdeg(gl)fdeg(fl+hg) S max |, ﬁ .
g 1 gl g l

Teorema 1.1.12. Questi sono tutti e soli i valori assoluti su K(t) banali su K (a meno di
equivalenza).

quello tale che ’f )

Dimostrazione. Per la banalita su K, un valore assoluto ¢ necessariamente non archimedeo,
perche per ogni k € K, |k| = 1.

Denotiamo A, M rispettivamente I'anello di valutazione e 'ideale massimale corrispondente.
Dividiamo due casi:

e Se |t| < 1, t appartiene all’anello di valutazione e dunque K[t] C A. La contrazione di
M a K][t] & primo, quindi puo essere 0 o p(t), con p irriducibile. Il primo caso fornisce il
valore assoluto banale. Nel secondo caso, se ¢(t) € K]Jt] ¢ un polinomio coprimo con p,
necessariamente |g(¢)| = 1, in quanto non appartiene all'ideale massimale, dunque, dato
f(t) = p(t)kg(t) un polinomio qualsiasi, |f(t)| = [p(t)|*, da cui il primo caso.

e Se [t| > 1, allora % eEMeK %] C A. La contrazione di M a K [ﬂ contiene l'ideale (%),

che ¢ massimale, da cui K [% = (%) A questo punto, se:

f(t) o tm(am + am_ll/t + -+ (lotim)
g(t) t"(by + bp_1t=t 4 -+ bot™")

con m = deg(f), n = deg(g) e anm,b, # 0, i polinomi fra parentesi stanno in K [%] ma

non in M, dunque hanno valore assoluto 1, percio ‘%‘ = H}n_m
m
Teorema 1.1.13 (Approssimazione debole). Siano |- |1,...,| - |n valori assoluti non banali e
non equivalenti su un campo K. Allora, per ogni oy, ..., o, € K e per ognie > 0, esiste f € K

tale che |a; — B|; < e Vi =1,...,n. Equivalentemente, in K™ = (K,|-|1) x - x (K,|-|.) la
diagonale ¢ densa.

Dimostrazione. Basta trovare &,...,&, € K tali che [§;]; > 1 e |§|; < 1 per ogni j # 4. In tal
caso, infatti, notando che:

g . 1 rispetto a |- |;
1+ & 0 rispetto a |- |;

basta considerare = >, 5 +€m —i—q; con m = m(g) opportuno.

Mostriamo dunque che possiamo trovare £ tale che |£]; > 1 e |£]; < 1 per i # 1 (poi per gli altri
¢ analogo); vediamolo per induzione su n.

Se n = 2, dato che i valori assoluti non sono equivalenti, tra le palle di centro 0 e raggio 1 non
esiste un contenimento, dunque, se « sta nella palla rispetto a | - |; e non in quella rispetto a
| - |2 e 3 sta nella palla rispetto a | - | e non in quella rispetto a | - |1, scegliamo & = a1,

Per il passo induttivo, sia £ tale che |{]; > 1 e |§]; <1V2<i<n-—1. Se [£], < 1, abbiamo
finito. Se [¢], = 1, per il caso n = 2 esiste A € K* tale che |\|; > 1 e |\, < 1, quindi {™A
funziona come nuovo £ per un certo m abbastanza grande

. Se infine [¢],, > 1, ragionando analogamente con 5 +£m)\ si ha la tesi. O

8



1.2 Completamenti

Sia K un campo e | - | un valore assoluto su K. Su K puo essere costruita una distanza nel
modo ovvio: d(z,y) = |x—y| per ogni x,y € K; con tale distanza, lo spazio (K, d) risulta essere
metrico, dunque puo essere completato aggiungendo a K tuttii limiti delle successioni di Cauchy
di (K,d). Tale completamento K & unico a meno di isomorfismo e omeomorfismo e anch’esso
risulta essere metrico con la distanza d indotta dal valore assoluto | - |’ tale che | lim,, o ay| :=
lim,, o0 |@n|, con (a1, as,...) successione di Cauchy in (K, d). Inoltre il completamento (K, d)
e evidentemente uno spazio completo.
In tale situazione, I'immersione:

K — K

a +— (a,a,a,...)

ha per definizione immagine densa.

Esempi. 11 completamento di QQ rispetto al valore assoluto ordinario e R.
I1 completamento di Q rispetto al valore assoluto p-adico sono i numeri p-adici Q,.

I numeri p-adici sono un’estensione dei numeri razionali Q, da cui ereditano naturalmente
un’aritmetica. Per caratterizzarli, dobbiamo caratterizzare le successioni di Cauchy in (Q, |- |,);
sia {a | k¥ € N} una di esse. Supponiamo in prima ipotesi che i numeri a; siano interi di Z
e siano ar = bop + bigp + ... + blkkplk i loro sviluppi p-adici. Per definizione di successione di
Cauchy, si ha che per ogni ¢ > 0 esiste N = N(¢) tale che Vm,n > N:

—S8
€> |am — aplp, =p°,
dove s ¢ il numero di cifre p-adiche iniziali che a,, e a, hanno in comune; di conseguenza, le
cifre iniziali dello sviluppo p-adico degli a; sono definitivamente costanti. Se le denotiamo con
¢, per i € N, riusciamo ad associare alla successione di Cauchy {ay, | k& € N} il suo limite:

{ar | k € N} — Zcz-pi € Q,.
i=0

Con il ragionamento appena fatto, siamo riusciti ad individuare dentro Q, il sottoinsieme degli
interi p-adici, che denotiamo con Z, e che coincidono con il limite proiettivo Z, = lim Z /p"Z;
in quanto limite proiettivo, Z, risulta essere un gruppo profinito, dunque 72 e compatto (nella
topologia indotta dal limite proiettivo).

D’altra parte, e evidente che gli interi p-adici non coprono tutti i numeri p-adici, in quanto
le successioni di Cauchy che dobbiamo considerare hanno gli elementi in Q 2 Z; la seguente
proposizione caratterizza completamente gli elementi di Q,.

Proposizione 1.2.1. Q, ¢ il campo dei quozienti di Z,,, cioe:
1
Qp — EZP
neN

I numert p-adict sono scrivibili tramite una serie di Laurent, in quanto le potenze di p variano
fram e 0o, con —oo < m < 400 possibilmente negativo.

Dimostrazione. Sia a € Q,. A meno di moltiplicare per p*, con M sufficientemente gran-
de, possiamo supporre che |a|, < 1. Vogliamo provare per induzione su N che esistono dei
coefficienti ag, ...,ay € {0,...,p — 1} tali che:

N

i

a— E a;p
i=0

9
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Vediamo il passo base N = 0; preso un razionale ¢ = g (ridotto ai minimi termini) tale che
la — ¢|, < 1, necessariamente si deve avere che (e,p) = 1 per la limitazione sul valore assoluto,
dunque esistono interi x, y che soddisfano 'identita di Bezout xze + yp = 1. Ma allora:

@ —adl, = a = (1 = yp)el, < max{[a = cf, [ypel,} <1,

in quanto |ypc|, = |yl,|plplcl, < }—17, dunque sottraendo a xd un opportuno multiplo = di p in
modo che b = xd — pr € {0,...,p — 1} si ottiene il b voluto.
In modo analogo al passo base si vede anche il passo induttivo e la dimostrazione e completa. [

Osservazione. Q, € localmente compatto, perche Z, ¢ compatto e aperto e dunque, per ogni
z € Q,, esiste I'intorno x + Z, (Z, & aperto e compatto perche Z, = {x € Q, | |z|] <1} ={z €
Qp | || < p}.

Osservazione. Sia K un campo con una valutazione discreta v. Allora v(K ) = v(K*), cioe
i valori assoluti del completamento di K sono gli stessi di quelli di K. Infatti, data una
successione di Cauchy {x,}, abbiamo che |z,| ¢ definitivamente costante, in quanto a valori in
un insieme discreto e la distanza tra due termini successivi tende a 0.

Osservazione. Q, O Q, dunque char(Q,) = 0.

Ci spostiamo adesso verso lo studio degli elementi invertibili dell’anello Z,; sicuramente essi
formano un gruppo abeliano, quindi e conveniente trovare subito gli invertibili di Z, di ordine
finito. Se x € Zj ¢ tale che 2™ = 1, allora 2" = 1 (mod p), dunque n | p — 1.

Lemma 1.2.2 (Lemma di Hensel). Sia f € Z[z] e sia a € Z tale che f(a) = 0 (mod p).
Supponiamo inoltre che f'(a) # 0 (mod p). Allora esiste un unico a € Z, tale che f(a) =0 e
a=a (mod p).

Dimostrazione. Utilizzando la formula di Taylor, abbiamo:

f"(a)

) (g
1) = f(@) + fa)e—a)+ L Do a4 T

n!

(x—a)"+...

Sappiamo che f(a) = bp; cerchiamo di sollevare questo a un @’ = a + tp tale che f(a’) = 0
(mod p?). f(d') = f(a) + f'(a)tp (mod p?), quindi otteniamo I'equazione:

fla)+ f'(a)tp=0 (mod p)*

che ammette una e una sola soluzione grazie allipotesi f'(a) # 0 (mod p).

In generale, supponiamo di avere una soluzione di f(a) = 0 (mod p"). Posto f(a) = bp",
cerchiamo a’ = a + tp™ tale che f(a’) = 0 (mod p™™*'). Sostituendo nello sviluppo di Taylor,
otteniamo come prima l’equazione:

f(a') = f(a) + f'(a)tp"  (mod p"™*')

Sollevando ricorsivamente le soluzioni in questo modo, si arriva all’elemento o € Z,,, che risulta
essere unico perche ad ogni passaggio la scelta del sollevamento € unica. O]

Grazie al lemma di Hensel, abbiamo allora un’unica radice p — 1-esima dell’unita x tale che
r = a (mod p) per ogni a € (Z/pZ)* (I'ordine ¢ proprio p — 1 percheé a ha tale ordine in
(Z/pZ)*). Siamo adesso pronti per dimostrare la struttura di Z:

Teorema 1.2.3. Se p # 2, abbiamo che Z;, = (Z/pZ)* X L.
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Dimostrazione. Dato che abbiamo gia individuato il fattore (Z/pZ)*, basta individuare il se-
condo. Se poniamo U; = 1 + pZ,, ovviamente l'intersezione tra questi sottogruppi ¢ banale;
d’altra parte generano tutto Zj, in quanto, se Yoico a;p' € Z,, abbiamo che a; € (Z/pZ)* Vi e

dunque:
an = a U I Qi i
S o(zaop) (zp)
=0 1=0 1=0
—_——

clU;

dove ag € una radice dell’'unita tale che ay = ag (mod p).
Rimane da vedere che U; = Z,; osserviamo che esiste una catena discendente di sottogruppi:

Uy =1+4pZ, 2Us=1+4p’Z, 2 ... 02U, =14p"Z, D ...
tale che i quozienti g—i sono ciclici, generati da 1+ p (in quanto, per l'ipotesi p # 2, (1 + p)pi =

14 p (mod p*2), dunque ordy, v, (14 p) = p"* = | &

). Ma allora, visto che i diagrammi:

o Z/p"'L

fmnl lﬂ'mn

s —— L/p" 'L

commutano per ogni n > m, allora U; = 1&1 g—i = l'ng/p"*Z = Zp. O

Come si puo immaginare, il primo p = 2 si comporta in modo leggermente diverso; procedendo
come nella dimostrazione precedente e sfruttando il fatto che 5—:L > 7./27 x Z./2" 37, si puo
mostrare:

Teorema 1.2.4. 75 = (Z/27)* X L)27 X 7y = {£1} X Zs.

Sia K un campo completo con valore assoluto | - | e sia L un’estensione algebrica finita di K;
poniamo [L : K] =n. Allora L = K" e dunque possiamo munirlo del valore assoluto di K su
ogni componente; in questo modo viene indotta naturalmente una norma in L:

[l = sup [;].
7

Proposizione 1.2.5. Sia K un campo completo localmente compatto e sia L un’estensione
algebrica finita di k. Allora tutte le norme di L come K-spazio vettoriale sono equivalenti.

Dimostrazione. Basta confrontare una qualsiasi norma con la norma || - || introdotta sopra; sia
|| - || una norma qualsiasi. Dato che K ¢ localmente compatto, lo stesso vale per L, e formando
le palle una base di intorni di 0, esse sono compatte e sulla palla unitaria secondo || - ||so, || - ||
assume massimo A e minimo ¢ > 0.

A questo punto, preso x € L e y € L tale che ||y|| = 1, si ha che z = Ay e dunque A\ < ||y <
AA, da cui la norma || - || ha intorni di 0 compresi fra intorni di 0 secondo || - ||oo- O

Corollario 1.2.6. Nella ipotesi della proposizione precedente, dato vy un valore assoluto su K,
esiste un unico valore assoluto L su K che estende vy.

Dimostrazione. L’unicita segue dal fatto che un valore assoluto, a meno di equivalenza, ¢ una
norma. Per I'esistenza, esibiamo un tale valore assoluto. Consideriamo:

1
|z]e = | Np/k(2)[ .
L]

Osservazione. Consideriamo QQ, e una sua estensione finita L. Allora su L abbiamo un solo
valore assoluto che estende il valore assoluto di Q,,.
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1.3 Valori assoluti su un campo di numeri

Sia K un campo di numeri. Allora, dato v : K — R un valore assoluto su K, vg ¢ un
valore assoluto su Q e dunque per il teorema di Ostrowski deve coincidere con il valore assoluto
ordinario o un valore assoluto p-adico. Possiamo scrivere [K : Q] = n = r + 2s, dove r & il
numero delle immersioni reali e 2s quello delle immersioni complesse.

Osservazione. Se vjg ¢ (non) archimedeo, anche v lo ¢, in quanto 'essere (o meno) archimedeo
dipende solo dalla limitatezza dei valori v(n) per n € Z.

Se vjg (e dunque v) ¢ archimedeo, allora ho 7 + s valori assoluti su K, uno per ciascuna
immersione o : K < C (quelle coniugate si contano una volta sola).

Se invece v|g ¢ non archimedeo, corrisponde a una valutazione e gli associamo come al solito
I’anello A e I'ideale massimale M.

Osservazione. Data una valutazione non archimedea su un campo di numeri, I’anello di valu-
tazione A contiene 0. Infatti, dato z € O, 2™ + > ) a;z" = 0 e dunque:

|z"| < max |a;z"| = max |a;||z|" < max |z’
(2

da cui |z"| < 1, cioe |z| < 1.

Consideriamo I'immersione 0 — A e la contrazione del suo massimale M. Questa contra-
zione non puo essere banale, in quanto stiamo considerando valori assoluti non banali. Allora
M N Ok e un ideale primo non nullo di Ok, che ¢ un dominio di Dedekind, dunque M N O
e massimale; inoltre M N Z & un primo di Z. Evidentemente M N Ok € un primo sopra p.
Denotiamo P = M N O e consideriamo S™'0%, dove S = O\ P; ¢ immediato osservare che
S~ 10k & un anello di valutazione di K. Dico che A = S~ 10k.

Sia v € A. S7'0k ¢ di valutazione per K, dunque, se per assurdo z ¢ S~ 10%, allora
7t € S710k. Ma 27! non ¢ invertibile in S™'0k, quindi 27t € P = M N Ok e percid
|lz~71] < 1, da cui |x| > 1, assurdo in quanto gli elementi di S~!0k hanno valore assoluto < 1.
Viceversa, preso z € S™10k, se per assurdo # ¢ A allora x7' € A non & invertibile, quindi
|71 < 1, da cui |z| > 1.

Inoltre A, essendo il localizzato di un dominio di Dedekind, ¢ un anello a valutazione di-
screta (DVR), e percio ¢ PID (questo ¢ vero perche il localizzato di un dominio di Dedekind
e ancora un dominio di Dedekind e perche un dominio di Dedekind con un numero finito di
ideali primi ¢ un PID); da questo si ricava che 'unico ideale primo di A, cioé M, & generato da
un certo elemento 7.

Di conseguenza, ogni elemento z € A si scrive come x = 7w"u, con u € A*, quindi il valore
assoluto v su K ¢ completamente determinato dalla scelta di |7| € (0,1). Per normalizzare,
scegliamo ¢ in modo tale che |p| = 1/p; questo si puo fare perche (p) = (7)° per un certo e
indice di ramificazione.

Cerchiamo di trasportare in questo ambito la formula del prodotto dei valori assoluti. Consi-
deriamo p € Z e la sua estensione pOy = P;' ... P¢; detto m; il generatore del massimale di
S YOy, con S; =0 i\ P;, allora possiamo normalizzare il valore assoluto come:

1

|mil P = peidi’

In questo modo otteniamo la relazione:

1 1
H i P, = ST el on”
D i=1 CiJi p"

i
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Proposizione 1.3.1. Sia K un campo di numeri e sia v un valore assoluto di K. Sia E/K
un’estensione finita e sia K, il completamento di K rispetto al valore assoluto v. Due immer-
sioni o, 7: E — K, danno luogo allo stesso valore assoluto su E se e solo se sono coniugate su

K,, cioe il diagramma:
_o
\

E

H e 2

<

dove p € Autk, (K,), commuta.

Dimostrazione. Supponiamo che o, 7 siano coniugate su K,. Per 'unicita del valore assoluto,
i valori assoluti indotti da ¢ e 7 = ¢ o o devono coincidere.

Viceversa, supponiamo che ¢ e 7 inducano lo stesso valore assoluto su E. Sappiamo che
o(FE) = 7(E) = E, dunque costruiamo \: o(E) — 7(F) isomorfismo su K. Vogliamo estendere
questo isomorfismo a \: o(E)K, — 7(E)K,; dato che i valori assoluti coincidono, la successione
{o(z,)} & di Cauchy <= {7(z,)} lo &, dunque, dato = € o(F)K, e data x, € E una
successione di Cauchy tale che lim,, ., o(z,) = x, basta porre:

Mz) = lim Ao(z,)).

n—oo

Tale mappa e ben definita, & un isomorfismo e fissa effettivamente K, perche questo & definito
come limite di successioni in K, che viene fissato da . O

Questa proposizione ha alcune conseguenze importanti:

Corollario 1.3.2. Sia E/K un’estensione finita, [E : K| =n, con K campo di numeri. Sia
v € My un valore assoluto su K a meno di equivalenza. Per ogni w € Mg che estende v (cioé
w|g =v), poniamo n,, = [E, : K,] il grado locale. Allora:

n = E one
wlv
dove con w | v abbiamo indicato che w estende v.

Dimostrazione. Ovvio, perche n,, indica il numero di campi coniugati con E,, su K,, dunque
basta dividere le immersioni di £/ K per classi di equivalenza rispetto al valore assoluto indotto.
m

Corollario 1.3.3. Nelle ipotesi precedenti, supponiamo K = Q ed E campo di numeri. Sia
vy € Mg e sia € E. Allora:

[T el = INkjgla)ly,

v|vo

Dimostrazione. Suddividendo le valutazioni che inducono lo stesso valore assoluto, abbiamo:

Hai(a) = H lov

vo  vlvo

Ny
v -

|NK/Q(a)|Uo =

In modo del tutto analogo si prova:
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Corollario 1.3.4. Supponiamo E/K finita e supponiamo che w | v. Consideriamo la norma
e traccia locale:

N,: E, — K, Try,: B, —
o« — I6i) @ — ¥

Allora:
NE/K HN TrE/K ZTI‘w )

wlv wlv

Osservazione. Sia K = Q, e supponiamo che E/K sia finita. Allora Ok = Z, ¢ un anello
locale a ideali principali, con ideali i (p™). Allora O ¢ un anello a ideali principali, in quanto
sappiamo che esiste un unico valore assoluto che estende il valore assoluto p-adico.

Dato a € Ok, a soddisfa un’equazione a” + 3 ¢;a' = 0 e dunque, dato che stiamo trattando
un valore assoluto non archimedeo, esiste un’uguaglianza di valore assoluti tra due addendi,
altrimenti, usando che |z| < |y| = |a: + y| = |y|, varrebbe che |[a" + 3 ¢;a’| = max; |¢;a| # 0.
Percio esistono ¢ < j tali che |¢;a'| = |¢;a?|, da cui |[a?~Y| = |¢;/¢;]. Dato che i valori assoluti
sono discreti, v(«a) € %Z per un certo n € N. Se a & un generatore di O, v(K) e discreta; di
conseguenza, se K € un campo con una valutazione discreta, ’anello di valutazione Ok € un
dominio locale a ideali principali, ossia un DVR, i cui ideali principali sono della forma (7™),
con 7 di valutazione minima (o valore assoluto massimo).

Teorema 1.3.5 (Ore). Sia K = Q(«) un’estensione di Q di grado n e supponiamo che
Ok = Zla]. Sia p il polinomio minimo di « su Q. Supponiamo che in Qy,[z] p ammetta una
fattorizzazione p(x) = [[_, pi(x). Allora pOr =11, P, con f(Plp) = f; e e;fi = deg ;.

Dimostrazione. Le valutazioni che estendono quella p-adica sono r, corrispondenti ai primi

Py, ..., P.. Consideriamo le classi di equivalenza delle immersioni o;: K < (QTP secondo il
valore assoluto indotto; queste corrispondono ai primi Py,...,P,.. Se [K : Q] =n = Zv‘vp Ny,
con (K, : Q,] = n,, abbiamo che pOk, = P Yie e fi =n,,, da cui la tesi. O

Proposizione 1.3.6. Sia A un anello a valutazione discreta con ideale massimale P con E =
K(A) (cioe A= Og) e sia L/E finita e separabile. Supponiamo che esista un solo primo Q
sopra P in O, e sia € Oy, tale che B generi il campo residuo, cioé %L = /’;f [B]. Siam e Q un
elemento di valutazione minima (dunque @ = () e, a meno di normalizzare, v(mw) = 1); allora

ﬁL = ﬁE[ﬂ',ﬁ]

Dimostrazione. Dobbiamo mostrare che C' = A[r,3] = €0p. Chiaramente C' C 0. Per
Nakayama, basta mostrare che P& L + C = 0, in quanto avremmo che PﬁL = % e percib

ﬁL = 0. Sappiamo che PO = Q° e Qe

Con0§j<ee()§z<[%:T],dacmappunterjLC’:ﬁL. O

e generato dalle classi dei prodotti 5%] sul campo 22

La precedente proposizione puo essere migliorata in un caso particolare:

Proposizione 1.3.7. Sia A un dominio a valutazione discreta con campo dei quozienti K. Sia
L/K un’estensione di campi finita e separabile, sia B l’anello di valutazione di L e siano P, Q
gli ideali massimali rispettivamente di A e B. Supponiamo che B sia un’estensione separabile

Q
di 4. Allora esiste o € B tali che B = Ala].

Dimostrazione. Sia 8 € B tale che g = %[B] (che esiste per il teorema dell’elemento primitivo)
e 7 un generatore di (). Mostriamo che possiamo prendere o = 8 oppure o = + 7. Evidente-
mente 3 = [+ 7. Sia iz il polinomio minimo di 3 e sia f € A[z] un suo sollevamento monico.

Notiamo che:

fB+m)=fB)+ f (B (mod 7?)
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e f'(8) Z0 (mod m) per separabilita dell’estensione. f(5) =0 (mod ), percio la valutazione
di f(B) € almeno 1; dunque deve valere una delle seguenti:

e Se f(f) ha valutazione minima, prendiamo o = f(f) e dunque abbiamo aggiunto un
elemento che genera il massimale

e Se f(f) non ha valutazione minima, allora prendiamo o = f(/3 + ) che ha valutazione 1
e abbiamo la tesi.

O

Lemma 1.3.8 (Lemma di Hensel generalizzato). Sia A un anello di valutazione discreta com-
pleto con ideale massimale P e sia m: A — % la proiezione. Sia h(x) € Alz] un polinomio
monico tale che h = f-g e (f,g) = 1. Allora esistono f,g € Alz] tali che h = f - g con

deg(f) = deg(f) e deg(g) = deg(g) e m(g) =9, 7(f) = f.

Dimostrazione. Chiamiamo m = deg(f), n = degg. Definiamo induttivamente una successione
fr, gr € Alz] tali che:

o deg(fx) =m, deg(gr) = n

e h — frgi abbia coefficienti in P**!

o fi = fr1 (mod p*) e gr = gr_1 (mod pk)

d 70 = 7 €go=g-
Tali successioni sono sufficienti per la tesi, in quanto fi, gx sono di Cauchy per la terza ipotesi
e dunque convergenti agli F, G voluti. Costruiamo dunque tali successioni. Come primo passo,
scegliamo Fy, Gy sollevamenti qualsiasi di F' e G. Adesso supponiamo di avere fy, gp coprimi
e mostriamo come costruire fyi1, gx+1. Per ipotesi, h — fygr € Pk = (%1 dunque h(z) —
fe(@)gr(z) = 7 1c(x) per un certo cx(z) € Afz]. Dato che (f,,7,) = 1, per Bezout possiamo

trovare 1y, sp € Alx] tali che 74 fi + spgr = ¢ (mod 7) e possiamo supporre senza perdita di
generalita che deg(ry) < n e deg(sx) < m. Poniamo allora:

o k+1 o k+1
Jrr1 = fr + sim Gr+1 ‘= gk + 1T

Con questa definizione:

h— friigesr = h — fogr — 7 (e fr + skgr) =0 (mod 772,

da cui la tesi. N

Consideriamo ora un campo di numeri E; sia p € Z e vp | v, estensione della valutazione
p-adica, con P | (p). Sappiamo che pOr = P°][;_, P{*, dunque, se completiamo E rispetto
alla valutazione P-adica, otteniamo un’estensione Fp di Q,. In questo campo, abbiamo che
pOg, = Q°, con e e P coincidenti con il caso globale, e lo stesso vale per il grado di inerzia f.
Infatti, se €’ e f’ sono rispettivamente indice di ramificazione e grado di inerzia di @ in Og,,
sicuramente e < €’ e f < f’, in quanto c¢’¢ un’immersione % — @TP; ma per la formula delle
dimensioni, considerando anche le altre valutazioni P;-adiche, abbiamo necessariamente:

n

Sefitef =Y el ef
=1

i=1

da cui I'uguaglianza.
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Proposizione 1.3.9 (Lemma di Krasner). Sia K un campo completo rispetto a una valutazione
v non archimedea e siano «, 3 algebrici su K. Supponiamo che « sia separabile su K(f) e che
per ogni o: K(a) = K non identica con ojx = id valga |3 — o < |o(a) — a.

Allora K(a) C K(p).

Dimostrazione. Basta mostrare che per ogni immersione K (o, 3) — K su K(B), a rimane
fisso. Sia 7 una di queste immersioni. Allora |7(a) — | = |7(a — B)| = |a — S].
D’altra parte, per ogni o # id:

7(a) —al = |7(e) = 4+ 8 — af <max{|r(e) — B[, — al} = [6 — af <o(a) —al,
ma 7(av) = og(@) per 0p = Tk (a), dunque 7 = id. O

Corollario 1.3.10. K campo completo, O il suo anello di valutazione e P C O ['unico
ideale massimale di O. Sia f(x) = 2™ + a2™ ' + ...+ a, € Ok[z] un polinomio irriducibile,
ai,...,o, € K le radici di f e poniamo M = min;4; |a; — oy|; scelta inoltre una radice o
di f, poniamo B = max{l,|a|"}. Se g(x) = ™ + bjz""' + b, € Ok ¢ un polinomio tale
che max |a; — b;| < %, allora G ¢ irriducibile ed esiste una radice B € K di g tale che
K(a) = K(B).

Dimostrazione. Per ipotesi [K () : K] =n e [K(8) : K] < n, quindi per il lemma di Krasner
basta vedere che esiste una radice 8 di g tale che |o — 5| < M, in quanto in questo modo
avremmo K (a) C K(f) e dunque I'uguaglianza per dimensione.

Se g(z) =[[i_, z — f;, allora:
g(@)] = [[lo—=B8il = lo = BI",
i=1

dove [ e la radice di g piu vicina a «, ma d’altra parte:

n

Z (CLZ‘ — bi)a"_l

i=1

lg(@)] = [f(@) = g(a)] =

< max |ai - bl| : maX{lu |an_i|}7
i i

da cui, se |a; — b;| < 2L, |a — B]" < M™, ciot la tesi. O

Osservazione. L'insieme dei polinomi monici di grado n di Z,[x] € un insieme compatto, perche
omeomorfo a Zy, dunque si pud prendere un ricoprimento aperto di esso ed estrarre un sotto-
ricoprimento finito in cui ciascun aperto contiene polinomi sufficientemente vicini da generare
lo stesso campo; in questo modo abbiamo dimostrato che le estensioni di @, di grado n sono
in numero finito.
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2 Campi locali

2.1 Struttura di 07y,

Sia K un campo p-adico completo, [K : Q,] =n =e- f, e sia P I'unico ideale massimale di 0.
Ovviamente si ha che pOx = P¢. In questa sezione vogliamo studiare la struttura del gruppo
degli invertibili U = 07 ed estendere il risultato gia ottenuto nel caso K = Q,.

Cominciamo con qualche notazione: se a € O, a ¢ della forma a = Y., a;7", dove (7) = P;
sicuramente P = {«a | ag = 0}.

Osserviamo subito che, una volta trovata la struttura di U, segue immediatamente anche quella
di K*, in quanto, se v = Zizio a;m € K*, v =73, con 3 € U, dunque:

K= (mxU=ZxU.

Definiamo U, = {a € U | a =1 (mod P™)} per ogni m € N; se kx = 25 = F,s ¢ il campo
residuo, con un ragionamento analogo a quello fatto per Qy, si ottiene che le radici di 2 — 1
stanno in U: infatti le p/ — 1 radici semplici modulo P del polinomio si sollevano per Hensel
a unita di U, cioe Ey = ((yr_1) € U. Gli elementi di E; si chiamano rappresentanti di
Teichmuller e sono tali che ogni elemento o € U puo essere scritto come o = a¢f3, con ay € E

e B €Uy, cioe U =FE; xU,.

Proposizione 2.1.1. 1. Gl U,, sono una base di intorni aperti e compatti di 1.
2. Per ognim > 1, g = Z7)p' 7.
3. Per ognim > 1, Ulm = (fj—g)*
Dimostrazione. 1. Che gli U,, siano intorni aperti ¢ ovvio. Per vedere che sono compatti,

basta osservare che U = O\ P & chiuso nel compatto O, dunque U ¢ compatto, ma U,
e un sottogruppo aperto (e percio chiuso) di U, per cui & compatto.
2. Definiamo:

p: P -~

—
r — 14z

¢ & un omomorfismo, in quanto:

px+y)=1l+rt+y=1+a+y-1+aoy=1+2z-1+y.

¢ ¢ evidentemente surgettivo; inoltre Ker(¢) = {z | 1 + 2 € Uy} = P™, da cui
ﬁ_K ~ prm ~ Um

P Pm+1 o Um+1'

3. Consideriamo 'omomorfismo:

v U — (ﬁ—K)*

Pm
u — u+P™

Y e surgettivo, in quanto, dato un qualunque ag, esiste un’unita di U con ag come termine

noto; inoltre Ker(¢)) ={u |u+ P™ =1+ P} =1+ P™ =U,,, da cui la tesi.
[l
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A questo punto vogliamo definire su U una struttura di Z,-modulo; per farlo, dato ¢ € U e
> is0 a;p' € Z,, consideriamo la successione {¢,} C U tale che ¢, = eXi=0%?". Essa ¢ di Cauchy
in U (o in U, se ¢ € Uy,,), percid possiamo definire:

eXiz0 %P .= lim g,,.
n—oo

Con tale azione, anche gli U, risultano Z,-moduli.
Osservazione. Se (k,p) =1 e e € Uy, allora e € Uy, in quanto 2 € Ly,

Sia adesso u € U, \Up11, cioe u =1+ an™, con a € O\ P = U; un tale elemento puo essere
individuato calcolando la valutazione di 1 — u, in quanto v(1 —u) =m <= u € Uy, \Upni1.
Per la formula del binomio di Newton abbiamo:

u? = (1+ar™)? =1+ par™ + (g) o'y e SRR

ma usando che v(p) = e, v(a) =0 e v(7) = m, si deduce facilmente che:
e se mp < e+ m, cioe m < zﬁ’ v(uP) = mp e dunque ©? € Upp\Uppi1;

e se e+ m <mp, ciot m> -5, v(uP) = e+ m e dunque v? € Uy \Ueims1;

€
p—1’

e sem = uP € Upp = Upyte, ma potrebbe essere che u? € Upypyi.

In realta vale qualcosa di piu forte:

. . . ]
Proposizione 2.1.2. Se m > 17 la mappa:
g: Un — Upnie
u — uP
e un isomorfismo, cioe UP = U, ie.

: . ,
Se invece m < =g la mappa:

h: Up — Upp
w o u
e un isomorfismo, cioe UL = U,y,,.

Dimostrazione. Vediamo solo il primo enunciato, l'altro ¢ analogo.

Sicuramente g & un omomorfismo, ed ¢ iniettivo, poiche se u € U\U;;11, | > m, & tale che
uP =1, allora u? € Up1\Upyer1, mentre 1 € Upyeyq.

Vediamo adesso che g ¢ surgettivo: sia 1+ an™"¢ € U, . e cerchiamo 1 + yn™ € U, tale che
(1+yn™)P =1+ an™"¢. Equivalentemente, posto f(y) = (1 + yn™)? — (1 + an™"¢), cerco una
radice y € Ok di f.

Detto p = vn®, con v € U, sviluppando la potenza abbiamo:

fy) =14 pyr™ 4+ pr*™ A+ yP7™ — 1 — an™ ¢ = 7" (vy + o™ A + yPT"PTTE — a),

dunque, detto g(y) = = f(y), 9(y) = vy — a (mod P), quindi g ha una radice semplice

modulo P, che per Hensel si solleva a una radice di g (e di f). O
Lemma 2.1.3. Dato m € N, allora:

Un,

m-+ke

Up = Jim
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Dimostrazione. Consideriamo 1I’omomorfismo:

L Um — 1&1 Um+ke
U — ([u] Um+k:e ) k

Sicuramente ¢ e surgettivo, in quanto basta vedere la successione coerente come il suo elemento
limite; per vedere che ¢ iniettivo, osserviamo che Ker(¢) = (), Un+ke = {1}, in quanto se u # 1

e v(l —u) = j, allora u € U;\U;_;. O
<, allora:
Un
>~ (Z/p"Z
Um+ke ( /p )
e il sistema proiettivo degli UUTk cotncide con quello degl (Z/ka)n.
Dimostrazione. X = UUTk ¢ uno Z/p*Z-modulo, perche & uno Zn,-modulo con annullatore

p*Z,; detto A =Z/p*7Z e m = (p) 'unico ideale massimale di A, abbiamo:

Un ~ Xk Xk

U © Umte mX.’
m+e Unnt e k

in quanto moltiplicare per m non e altro che elevare alla potenza p. Da questo UU—”:L € uno

Z/pZ-modulo, e se {Z7,...,T,} ¢ una base di U(i—ﬁ come Z/pZ-modulo, ord(Z;) = p; per il
lemma di Nakayama, X = (x1,...,2,)4, dove x; & un sollevamento di 7;, e ord(z;) = p¥, in
quanto i, ..., x, & Uy ie.

Ma allora ogni & € X}, si scrive nella forma x = [[; z{", e tale scrittura & unica <= |Xj| = p™
ma questo ¢ vero, in quanto:

ke—1
Um _ Um+i _ pf.ke _ pkn
Um—i—ke i—0 Um+i+1
Ne deduciamo che gli x; sono indipendenti e dunque X = () x (x,) & (Z/p*Z)". O

Teorema 2.1.5 (di struttura di 07}). Esiste s > 0 tale che:

U1 = <<ps> X ZZ

Dimostrazione. Se m e abbastanza grande, cioe m > o5 , allora dai due lemmi si ricava che:
Up = lim (Z/p*Z)" = Zy,.

Ora Y i ¢ finito, in quanto contiene le somme finite Y ", Y a;mt, dunque U; @ finitamente generato
come Z,-modulo e rk(U;) = n.
Da questo segue che U; =T X Zy, con T prodotto di Z,-moduli ciclici finiti; visto che un tale

Z,-modulo ciclico finito & della forma (z) & 22— con 0 # Ann(x) = p"Zy, allora (z) = Z/p'Z,

- Ann(x)’
qulndl T & un p-gruppo finito. Visto che T' < K* & un sottogruppo moltiplicativo finito di un
campo, ¢ ciclico, quindi T" = s, cioe gli elementi di 7" sono radici p*-esime di 1. O
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2.2 Estensioni non ramificate

Sia L/K un’estensione finita di campi p-adici. Sappiamo che [L : K] = ep/k f1/x, dove ep/k €
l'indice di ramificazione dell’estensione e f7,x ¢ il grado d’inerzia.

Definizione 2.2.1. L/K si dice non ramificata se e;/x = 1, mentre si dice totalmente
ramificata se f,x = 1.

In generale, /K (anche infinita) & non ramificata se L & unione di sottoestensioni finite non
ramificate su K.

Osservazione. Se L/K & non ramificata e K C E C L, allora E//K ¢ non ramificata. Questo
e ovvio nel caso di estensioni finite, in quanto vale la moltiplicativita del grado nelle torri dei
campi residui. Nel caso di estensioni infinite, sia £y un campo intermedio tra E e K tale che
Ey/K é finita. Allora Ey = K(«a) e, se L = |J, L; € tale che L;/K é finita e non ramificata su
K per ogni 7, esiste ¢ tale che o € L;, da cui la tesi in quanto K C Fy C L;.

Osservazione. Sia L = K(a), sia o € O, e sia g, € O[z]. Allora p,(z) = g(x)¢ (mod Pk) per
Hensel, poiche se pq () = p1(x)p2(x) (mod P) con (p1,p2) = 1, potrei sollevare questi polinomi
e SComporre fi, in Oklx].

Supponiamo che 0, = Oklal]. Allora, se L/K & non ramificata, p, € irriducibile modulo Pk,

Oklo] _ ﬁK[ |/ kK ha esattamente grado n = f.

in quanto l’estensione di campi residui k;, = B,

Proposizione 2.2.1. Sia L/K un’estensione finita di campi p-adici. Sono equivalenti:
1. L/K ¢é non ramificata.
2. Esiste a € Oy, tale che L = K(«) e @ € ky, € radice semplice di fiq € kr[x].

Dimostrazione. 1 = 2) Per ipotesi, [L : K| = [k, : kk|; sia @ un generatore dell’estensione dei
campi residui. Detto ¢ il polinomio minimo di @ e preso f un sollevamento monico di
¢ a Oklz], si ha f = ¢ ed esiste una radice (semplice) di f che si proietta su @, da cui
la tesi.

2 = 1) Sappiamo che i, € potenza di un polinomio irriducibile; d’altronde @ & una radice
semplice e dunque ey /x = 1.

]

Proprieta (Estensioni non ramificate). Supponiamo dapprima che le estensioni che consideriamo
siano finite.

1. La proprieta delle torri & verificata, cioe, se K C L C F, E/K & non ramificata <= FE/L
e L/ K sono non ramificate. Segue infatti dalla proprieta di moltiplicativita del grado nelle
torri, in quanto:

e[F:K|=lkg : kix] < [E:L|=lkg:kr)e[L: K]=lkL: kgl

2. Anche la proprieta del traslato e verificata; consideriamo un diagramma:

/ \
BN /
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Se L = K(«), allora ML = M(«) e @ e radice semplice di f,. Detto pys il polinomio
minimo di o su M, pps | pe € dunque @ e radice semplice di 7z,,, da cui la tesi.

3. Dalle proprieta delle torri e del traslato, segue la proprieta del composto.
Queste proprieta si generalizzano al caso di estensioni infinite.

1. Supponiamo di avere una torre K C L C E. Se E ¢ non ramificata su K, allora £ =
U, £i = U, EiL e queste ultime sono non ramificate su L per il caso finito.
Viceversa, supponiamo che F/L e L/K siano non ramificate. Sia Ey una sottoestensione
finita di E/K. Possiamo considerare il traslato EqL su L; dato che EgL/L & finita, &
non ramificata su L, quindi possiamo scegliere « tale che EyL = L(«) con p, € Op[z]
e o radice semplice di . Consideriamo allora L la sottoestensione di L generata dai
coefficienti di p,. Valgono allora i contenimenti Lg(a) O Ly 2 K, con entrambe le
estensioni non ramificate e finite, da cui Lo(«) € non ramificata su K e quindi anche
K(OC) = EQ g Lo(Oé) lo e.

2. Scrivendo i campi interessati come unione delle loro sottoestensioni finite e non ramificate,
si ha facilmente che la proprieta di essere non ramificato passa al traslato.

Teorema 2.2.2. Sia K un campo p-adico. Esiste una corrispondenza biunivoca tra le estensions
non ramificate di K contenute in una fissata chiusura algebrica e le estensioni algebriche di kg :

v: {LCQ,|L/K non ramificata} +— {kCF,|kDkg}
L — k‘L

Inoltre, se L/K ¢ non ramificata, é di Galois e il gruppo di Galois é isomorfo al gruppo di
Galois dei campi residus.

Dimostrazione. Vediamo la dimostrazione nel caso in cui le estensioni L/ K e kr,/kg siano finite.
¢ & evidentemente surgettiva, poiche, se k O kx € un’estensione finita, k = kx (@) e un solleva-
mento monico del polinomio minimo ¢ di o a O|x] ha una radice « con 7(«) = @ che genera
un’estensione di K non ramificata.

Mostriamo ora liniettivita. Siano L, L’ due campi non ramificati su K e supponiamo che
kr = kr. Allora L = K(a) e ki, = kx(@). @ € kg, quindi, per Hensel, L' deve contenere un
sollevamento di @; ma in LL', ho sia « che il sollevamento precedente di @, che per unicita del
sollevamento devono coincidere, cioe o € L' e L C L'. L’uguaglianza L = L’ segue dall'ugua-
glianza dei campi residui e dal fatto che [L : K| = [k : kx| e [L' : K] = [k : kk].

La normalita segue da Hensel, in quanto L ¢ campo di spezzamento del polinomio minimo G
di un sollevamento in Ok[z] del polinomio minimo g di un generatore dell’estensione dei campi
residui (che e di Galois e dunque kj, & campo di spezzamento di g su k).

Per I'isomorfismo tra i gruppi di Galois, notiamo che, essendoci un solo primo, il gruppo di
Galois coincide con il gruppo di decomposizione D(P, : Pk), e dato che I'estensione ¢ non
ramificata, si ha D(Pp|Px) = Gal(kyp : kk).

Diamo solo un’idea della dimostrazione nel caso infinito. Sia k O kg. Allora k = (J, k; con
ki/ky finita per ogni i e, dette L; = ¢~ 1(k;), basta considerare L = UL; per avere la surgetti-
vita, in quanto si verifica che il campo residuo kj, & proprio k.

Per quanto riguarda Uiniettivita, se L,L', L = |J, L;, L' = |, L; sono tali che k; = kp, il
contenimento ky, O kg, per ogni ¢ implica che L' O L; per ogni i, cioe L’ O L. Se invece € L/,
ki (B) C k= kyr, e 3 si solleva a un elemento di L, che per unicita del sollevamento & proprio

3. 0

Corollario 2.2.3. Sia K un campo p-adico. Le estensioni non ramificate di K sono in cor-
rispondenza biunivoca con i sottogruppt chiust di Z. In particolare, per ogni n € N, esiste
un’unica estensione di KK non ramificata di grado n, che e ciclica.
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Esempio. L'unica estensione non ramificata di Q, di grado 5 ¢ generata da un elemento a la cui

. . — . ) . . * _ —~ .
proiezione @ sul campo residuo genera 'estensione F s /IF,. Visto che Fs = (Cp5—1), abbiamo
che Q,((p5-1) € l'estensione cercata.

Corollario 2.2.4. Se L/K ¢ un’estensione di campi p-adici, L/K ¢ non ramificata se e solo

se esiste m € N, ptm, tale che L = K((,).

Dimostrazione. =) Se L/K & non ramificata, [L: K| = [kr, : kx| = f e |k}| = p/ — 1, dunque
k;, = kK(m). Per Hensel, le radici del polinomio minimo di (,r_; sono in L, dunque
K C K((y-1) € L. Visto che L e K((,r_;) sono non ramificate con lo stesso campo
residuo, per il teorema L = K((r_1).

<) Se L = K((n), con p t m, il polinomio minimo g, | 2™ — 1 ha radici semplici modulo p,
quindi L/K ¢ non ramificata.
[l

Corollario 2.2.5. Sia L = K((,,) conp{m. Allora ogni sottoestensione di L/ K ¢ della forma
E =K((), conpfr.

Proposizione 2.2.6. Sia K un campo p-adico e supponiamo che L/K sia non ramificata.
Allora ogni unita di K € norma di una unita di L.

Dimostrazione. Vogliamo mostrare che Ny : U(L) — U(K) ¢ surgettiva. Per i campi finiti,

sappiamo che norma e traccia sono surgettive; infatti per la traccia ¢ evidente, mentre se
a—1 q%—1

G = (¢) ¢ il gruppo di Galois di Fga/Fy, Np,r,(0) = a-a?-...-a? = a1, dunque, se

. = (), evidentemente [} = (a%>, cioé la norma e surgettiva.

Sia adesso u € Ug. Per quanto detto sui campi finiti, sappiamo che esiste oy € L tale che
Nk (ap) = u (mod Pr). uNpk(ag') =1 (mod Pg), quindi uN(ag') =1+ ;7 (mod 72),
dove Px = (7). Sia a; € L tale che oy = 1+am con g € Op; allora N (o) = 14+ Trp ke (21)7
(mod p?). Ma sicuramente esiste z; tale che Try/x(21) = ¢; (mod 7), percid abbiamo trovato
oy tale che Ny k(1) =14+ em = uNp g(ag') (mod 72), ciot uNp/k(agar) =1 (mod 7).
Induttivamente si pud costruire un’unitd o, tale che uNy x(ag'...a,)™! = 1 (mod 7"+);
detto oo = [, v, che converge, allora a € Uy, e Ny (o) = . O

Teorema 2.2.7. L/K estensione algebrica di campi p-adici. Allora esiste un’estensione inter-
media U tale che U/K é non ramificata e L/U ¢ totalmente ramificata.

Dimostrazione. Supponiamo innanzitutto che 'estensione L/ K sia finita. U = [[ wcmcr M
M/K non ram.

¢ non ramificata su K per la proprieta del composto finito; vediamo inoltre che L/U & total-
mente ramificata.

Se per assurdo ki ; kr, per il teorema di corrispondenza a kj corrisponde un’estensione pro-

pria F' di U non ramificata, che per Hensel ¢ contenuta in L; I'assurdo segue dunque dalla
definizione di U.

Per il caso infinito, definiamo K, = HMGIL/K M, dove Fryx = {M | K C M C LeM/K non ram.}.
Sicuramente L O K, D K; per vedere che K, ¢ il campo cercato basta mostrare che K, ¢ la
massima sottoestensione di L/K non ramificata su K.

Osserviamo che K, = (J MeFsx M, dunque K,/K ¢ non ramificata in quanto unione di
estensioni non ramificate; la massimalita di K, e invece del tutto ovvia. O

Osservazione. La massima sottoestensione di Q, C @, non ramificata su Q,, & @vp = Q,({¢ |
(n,p) = 1}).

Osservazione. Q, non ¢ un campo completo. In particolare neanche Q, lo e.
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Dimostrazione. Sia «y, = 22:1 Ca(p)P", dove n(p) = n se (n,p) =1 e n(p) = 1 altrimenti; oy, ¢
di Cauchy in @, quindi dico che av = limy_,o0 a, ¢ @vp.

Se per assurdo a € Q,, considero K = Q,(a), che & un’estensione finita di Q,, di grado
d. Diciamo che (,p) € K per n < ng, ma (. € K, in quanto non possono starci tutte;
sicuramente (ng,p) = 1.

g = ﬁ(a = Uy 1) = Doy CaP" ™ € K, € B = Gup(p) = Gne (mod p). Ma il polinomio
™ — 1 ha radici semplici modulo p in quanto (ng,p) = 1, dunque per Hensel una di queste
radici si solleva a un elemento di K, che per unicita del sollevamento ¢ ¢,,, da cui I’assurdo. [

2.3 Estensioni totalmente ramificate

Osservazione. Sia K un campo p-adico. Allora sono equivalenti:
1. L/K ¢ totalmente ramificata;
2. ki = kg;
3. Ogni sottoestensione finita F' di L/K ¢ totalmente ramificata su K;

4. La massima sottoestensione non ramificata di L/K ¢ K.

Teorema 2.3.1. Sia L/K finita, [L : K| = n, e totalmente ramificata. Allora ogni m € Oy, di
valutazione 1 é tale che O = Ok|r| e u, ¢ di Fisenstein.

Viceversa, ogni estensione generata da una radice di un polinomio di Eisenstein e totalmente
ramificata.

Dimostrazione. Sia 7 di valutazione 1. Allora sicuramente &, = Ok|r], in quanto l’estensione
dei campi residui & banale; inoltre, se fi,(x) = 2™ + a,—12™"t + ... + ag, ag € [[, o(7), dunque
lag| = |7|" = | EE/ |, in quanto Px @ = PP. Ma allora ag € Px\P7. Inoltre gli a; per i > 0
=(7x)

hanno tutti valutazione > 1, in quanto sono somme e prodotti di coniugati di 7, percio a; € Pk
per ogni ¢ > 0.

Per il viceversa, sia u(r) = 2" + a, 12" 1 + ... + ag € Ok[z] di Eisenstein e sia @ € K una
radice di p. p ¢ irriducibile, quindi [K(a) : K] = n.

Se L = K(a), come prima v(ag) = v(mg) = 1; inoltre, visto che v(a,_;a""") > 1 per ogni 0 <
i < m, necessariamente v(a") = v(ag) = 1, in quanto altrimenti si avrebbe v(a™+ ...+ ag) = 1.
Ma allora vg () = L, cioe n < er/k, dacuin =eg/k. O

_E7

Corollario 2.3.2. Sia K un campo p-adico. Per ogni n € N esiste un’estensione L, di K di
grado n totalmente ramificata.

Dimostrazione. Basta considerare i polinomi di Eisenstein del tipo 2" — 7g, dove (mg) =
Pr. m

Proposizione 2.3.3. Ogni campo p-adico K ha solo un numero finito di estensioni di grado
n fissato.

Dimostrazione. Visto che di estensioni non ramificate ce n’¢ una sola, spezzando in parte non
ramificata e parte totalmente ramificata basta dimostrare la proposizione solo nel caso delle
estensioni totalmente ramificate. Tali estensioni si ottengono tutte con polinomi di Eisenstein,
che identifico come n-uple in X = P x ... x (P\P?), P = Py; visto che ogni polinomio ha un
numero finito di radici, basta vedere che esistono finiti polinomi di Eisenstein con radici che
generano campi distinti.

X & compatto perche prodotto di compatti, in quanto P e P? sono aperti e dunque chiusi; per
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Krasner ogni polinomio f in X ha un intorno aperto fatto da polinomi le cui radici generano gli
stessi campi delle radici di f, quindi possiamo prendere un tale ricoprimento aperto e trovarne
un sottoricoprimento finito per compattezza. O

2.4 Estensioni tame

Definizione 2.4.1. L/K finita si dice tame se p { er/x, wild altrimenti. Se L/K ¢ infinita,
si dice tame se lo sono tutte le sue sottoestensioni finite.

Osservazione. K campo p-adico, (e,p) = 1. Il polinomio ¢ — ke di Eisenstein, dunque genera
un’estensione totalmente ramificata, che per 'ipotesi e tame.

Proposizione 2.4.1. Sia o € Ok, (e,p) = 1. Ogni radice del polinomio x¢ — a genera un’e-
stenstone tame di K.
Se inoltre (v,(a),e) = 1, allora Uestensione generata, di grado e, é totalmente ramificata.

Dimostrazione. Sappiamo che K* = (m) x U = (m) x kj; x Uy, dove ki = ((pr_1), [ = [k,
a € K*, dunque a = 7"(,,v, con (m,p) =1ewv € U;.

1
Se « e radice di z° — a, a® = a, dunque a € K (g‘e,w%,g}%,v%) Possiamo pero attuare le
1
seguenti semplificazioni: (% = (e, v € Uy € % € Zy, quindi ve € Uy, percio a € K <§m6, 71'%>.
U = K((mne) © non ramificata su K, perche (m,p) = (e,p) = 1, dunque K CU C U (71'%> 3 q,

con U <7r%> /U tame, in quanto generata da una radice del polinomio z¢ — 7, (e,p) = 1. Ma
allora a genera un’estensione tame, in quanto sottoestensione di un’estensione tame.

Sia adesso vk (a) = 7; (r,e) = 1, quindi esistono h,[ tali che hr +le = 1. a = 7"u, con u € U;
definisco 3 = a7, € K (). Abbiamo:

e _ _he_el _ h_el _ _rh h_rl __ h
B¢ =a"ny = a'nwy = ' Ty = Tru”,

quindi 8 ¢ radice di 2¢ — mru”. Essendo I'elemento 7xu
K(B)/K ¢ totalmente ramificata di grado e.

Per concludere basta osservare che K () C K(«) ed hanno lo stesso grado su K. O

" un generatore di Py, segue che

Esempio. Se (vy(a),e) =d > 1e « ¢ una radice di 2° — a, K(«)/K ¢ tame ma non necessaria-
mente totalmente ramificata.

Consideriamo infatti Q;(a), dove a @ radice di 2% — 7%¢s. o = ¢ - $/T2(s = v/TCg per certi i, j,
dunque ha valutazione %, dacuie=30e¢e=6.

Ma se o = /7(3q, a® = (12, quindi (15 € Qr(a); visto che [F7((12) : F7] = 2, necessariamente
si ha e = 3.

Lemma 2.4.2. Sia K un campo p-adico, e € N coprimo con p e E/K totalmente ramificata e
finita, Px = (my). Sia B € E tale che |5°| = |mo|. Allora esiste m € Ok, || = |mo| tale che una
radice di x° — 7 € contenuta in K () (e dunque le due estensioni coincidono per grado).

Dimostrazione. Sia ¢ = mou, u € Op. u = Y ;5 WiTy, con u; € Oj, in quanto kx = kg,
percio 3¢ = moup (mod 7). Poniamo 7 = moup; sicuramente a meno di normalizzare v(w) = 1
e |8 —m| < |ml.

Posto f(z) = 2¢ — 7, f(B) = p°— 7 = [[;_, (B — a;), dove ay,...,a. sono le radici di f;
visto che |f(8)| < |x|, esiste un indice i tale che |8 — ;| < |7
I'uguaglianza:

¢ = || per ogni j. Valendo

fllai) = lea™ | = |aul™ = ] le = a1,

JF
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abbiamo che |a; — ;| = |oy;| per ogni j # 4, in quanto evidentemente vale la disuguaglianza <.
Mettendo insieme tutti i risultati otteniamo che |8 — ;| < | — ;| per ogni j # 4, da cui per
Krasner K(o;) € K(f). O

Proposizione 2.4.3. L/K totalmente ramificata tame di grado e, (e,p) = 1. Se pr, (x) =
2¢ — a, 12"+ ..+ ag € Oklx] (di Eisenstein in quanto v(ry) = 1), allora L/K ¢ generata
da una radice di x° — aqg.

Dimostrazione. Dalle ipotesi 0, = Ok[rr|, L = K(m). Se f(x) = 2 —ay, con ag = 7k, allora,
presa «q radice di f(z), v(ay) = 1in L (in quanto vy (ag) = €). Dico che K(ay) = K(rp).

Applicando il lemma a ji, € a °— ag, osserviamo che puo essere scelto un 7 generatore di Px
tale che K (7)) = K(8) e K(a1) = K(7), dove 8 e 7 sono due radici del polinomio z¢ — 7. A
meno di cambiare «y, abbiamo percio K (7)) = K(ay). O

Vediamo ora quali delle solite proprieta soddisfano le estensioni tame. Consideriamo solo
estensioni finite, ma tali proprieta valgono anche per estensioni infinite.
Proprieta (Estensioni tame). 1. Evidentemente I’essere tame si conserva nelle torri, in quan-

tose K CECL, (e/x,p) =1 < (erm,p) = (eg/x,p) = 1.

2. Se consideriamo un diagramma:

/\
\/me

prendiamo la massima sottoestensione U di L/K non ramificata su K; L/U ¢ totalmente
ramificata, quindi e generata da un certo ¢ — 7. Se « e una radice di x® — 7 tale che

L =U(a),allora ML = MU(«), quindi M L/MU ¢ tame, da cui la tesi in quanto MU /M
e tame perche non ramificata.

3. La conservazione nel composto deriva dalle due precedenti proprieta.

Proposizione 2.4.4. L/K estensione finita, er;x = p°eq, con (eg,p) =1, s > 0. Esiste un’e-
stensione E /K tame massimale fra quelle contenute in L tale che L/E ¢é totalmente ramificata,
er/e = p°.

Dimostrazione. Sia U la sottoestensione di L/K tale che L/U ¢ totalmente ramificata e U/K
& non ramificata e poniamo 3 = 7 . Visto che || = |77 | = |nx| = |my|, per il lemma
precedente esiste 4 tale che U(8') = U(B) e ' = mgu, u € 0.

Consideriamo F = K(f'). E/K ¢ tame perche ug(x) = 2°° — mrug e per ragioni di grado
erL/g = p°. O

Lemma 2.4.5 (Abhyankar). Sia L/K un’estensione tame e M /K un’estensione finita tali che
er/k | em/x. Allora ML/M ¢é non ramificata.
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Dimostrazione. Se U ¢ come al solito l'estensione intermedia di L/K che spezza la parte
totalmente ramificata da quella non ramificata, abbiamo un diagramma:

\

\

Visto che er/x = erv € eyyx = enmuyu, posso ridurmi a considerare solamente il caso in cui
L/K ¢ totalmente ramificata.

L = K(rp), dove 7, € radice del polinomio 2° — 7k, e = ey /k; scelgo my € M in modo che
(7K )Onr = (mag) M/ cioe T = myy“u, dove u € 03, = E(M) x Uy (M). In particolare scrivo
u = (v, dove (m,p) =1ewv e Uy (M).

Sicuramente ML = M(r,) e m§ = mx = myy /" se e = 2K

\/\a

, allora:

e
o
<7TL7TM€) = (V.

Visto che 1 € Z,, allora ve, quindi M(r) = M <(Cmv)é> = M ((me), da cui la tesi in quanto
(me,p) = 1. O

Osservazione (Numero di estensioni tame totalmente ramificate di K). Fissiamo un numero
e € N coprimo con p e contiamo le estensioni di K tame totalmente ramificate di grado e.
Consideriamo il polinomio z¢ — 7u, (1) = Pk, u € U(K), q = |kk].

Scriviamo u = (¢ juy; visto che U = Uy, uy ¢ potenza e-esima in K, quindi possiamo con-
siderare u = (g 4, in quanto i campi generati dalle radici di z° — ¢ rimangono invariati se
moltiplichiamo ¢ per una potenza e-esima. Quindi mi limito ai polinomi del tipo ¢ — 7(“*, dove
(= Cq—l-

Osserviamo che z¢ — (% e 2¢ — m(® generano lo stesso campo se (¢~ ¢ potenza e-esima, quindi
possiamo scegliere a € Z/eZ. Ma allora:

€ ~ 2/(g=1)Z

S Tz

= Z/(G, q— 1)Z,

cioe 0 <a < (e,q—1).
Siano percio 0 < a,b < (e,q — 1). a® = 7% e B¢ = 7¢b, quindi:
«

K(a) = K(B) <=>E=C C= gt € K(a)
in quanto kg () = k. Otteniamo dunque che K(a) = K(f) <= a =b (mod e), condizione
equivalente a a # b per 0 < a,b < (e,q — 1).

Fissiamo allora un a e contiamo il numero di estensioni diverse che generano le radici di ¢ —m(*“.
Date due radici o, a¢’, si ha che:

= e (o),

K(a) = K(ag) <= (orde().p) =1 <= (€(() = (V=1 <=

< i(¢g—1)=0 (mode) <= i=0 (mod ((e,q—e—1)>)
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Quindi i campi coincidono a (e,q — 1) a (e,q — 1), cioé abbiamo (e,q — 1) estensioni diverse
generate dalle radici di ¢ — 7(“® per ogni 0 < a < (e,q—1), per un totale di e estensioni diversi
di K tame totalmente ramificate di grado e.

Esempio (Estensioni quadratiche di K). Sappiamo che le estensioni quadratiche di K corri-

spondono ai sottogruppi di W'

p#2) K* = (m) x F; x ((ps) X Zy, dunque (K*)Q =7/27 x Z]2Z.
I sottogruppi di ordine 2 sono 3 e le estensioni corrispondenti sono K (/7 ), K(/(—17k)
(totalmente ramificate) e K (1/(,—1) (non ramificata).

p=2) groczdendo come sopra abbiamo ¢ K*)Q > 7. /27X 1] 27 x 7.] 27, che contiene 7 sottogruppi
1 ordine 2

2.5 Differente

Sia K un campo, R C K un dominio di Dedekind, F/K un’estensione finita e separabile, e S
la chiusura integrale di R in E.

Definizione 2.5.1. Se M ¢ un sottogruppo additivo di E, si definisce il sottogruppo com-
plementare di M (rispetto alla traccia) M’ = {x € E | Trg/x(zM) C R}.

Se M & un R-modulo, anche M’ lo &, e se M & un ideale frazionario di F, anche M’ lo &.

Definizione 2.5.2. Si definisce differente dell’estensione L/K lideale frazionario © E/K =
QS/R = (S/)_l CS.

Richiamiamo una proposizione ben nota che permette di calcolare esplicitamente il differente
di estensioni di campi p-adici.

Proposizione 2.5.1. Se E = K(«), con [E : K| = n separabile. Allora la base duale di
{1,...,a"1} ¢ { a),...,;ﬁ’f( 1} dove f(z) = (x — a@)(bp_12™ ' + ... + bo) & il polinomio
minimo di .

Corollario 2.5.2. Supponiamo che, oltre alle ipotesi precedenti, valga S = R[a] (cosa che vale

sempre in estensioni di campi p-adici). Allora S" = (f'( 5y, Cl0€ Dk = (f'(a))Og nei campi
p-adici.

Dimostrazione. Basta dimostrare che (by,...,b,_1)r = (1,...,a" 1. Usando la decompo-
sizione f(z) = (bp + ... + bp12" ') (z — @) ed uguagliando i coefficienti corrispondenti, si
ottiene che la matrice di cambio di base da {bg,...,b, 1} a {1,...,a" 1} & triangolare, cio¢
invertibile. O

Ricordiamo inoltre che il differente ¢ moltiplicativo nelle torri, cioe, se K C F C FE sono
estensioni di campi e S,T sono rispettivamente le chiusure integrali di R in F' e FE, allora

De/k = Dp/rOr/k-
Proposizione 2.5.3. Sia U C R moltiplicativamente chiuso. Allora Dy-1g/y-15 = U*1©5/R.
Dimostrazione. La tesi & equivalente a dimostrare che (U~1S) = U~1S". Visto che:

(U'S) ={z € E|Trpx(2U'S) CUT'R} ={x € E|U ' Trg/x(xS) CU 'R},

evidentemente vale l'inclusione (U~1S) D U~19".
Viceversa, se © € (U™'S), U ' Trg/x(xS) € U'R, allora Trg/k(xS) € U'R a meno di
moltiplicare per un u opportuno, cio¢ Trg/kx(zuS) C R, dacuizue S'ex € UT'S". ]
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Proposizione 2.5.4. Sia R C K un anello a valutazione discreta, P il suo ideale massimale
e @ un ideale primo di S sopra P. Sia v = vp la valutazione P-adica in K e wg la sua
estensione a E. Se R, e Sy, sono i completati di R e S rispetto alle precedenti valutazioni,
allora QSwQ/RU = D5/RSwq -

Dimostrazione. Prendendo gli inversi, la tesi ¢ equivalente all’'uguaglianza S, 0 = S’. Sia dun-
que xr € S{UQ; denotando Trq la traccia da Sy, a R,, abbiamo Trq(2Su,) C R..

Sia § € E tale che |{ — z]w, < € e [{|lu, < € per ogni Q" # Q, dove € > 0 & un numero
sufficientemente piccolo. Se y € S, per la seconda ipotesi su & otteniamo che Trg (£y) < €,
mentre per continuita e per la prima ipotesi abbiamo che Trg(¢y) € R, N K = R, cioe { € 5.
Ma allora, prendendo una successione &, che converge a x con le proprieta precedenti, si ha che
rxes.

Sia invece z € S'. Sia y € Sy, e scegliamo un n € S tale che [ — ylu, < € e ||y, <€ per
ogni Q" # (). Visto che vale I'identita:

Tryi(an) = Tro(an) + Y Tro(an)
— Q#Q

e il secondo addendo sta in R, perche sufficientemente vicino a 0, allora per differenza anche
Tro(zn) € Ry, da cui per continuita Tro(zy) € Ry, cioe x € 5. O

Corollario 2.5.5. Sia R C K un dominio di Dedekind e P il suo unico ideale massimale. Vale
la sequente identita locale-globale:

Ds/n = | [ Dsug /-
QP

Dimostrazione. Per la conservazione del differente nel localizzato, possiamo ridurci al caso in
cui i ¢ un DVR; ma allora per la proposizione precedente la potenza di ) in Dg/r ¢ la stessa
della potenza di () in @st /Ry O]

Proposizione 2.5.6. R C K dominio di Dedekind, P primo di R e Q|P. Se PS = Q°Q’, con
(Q,Q") =1, allora:

1. Se Q ¢ non ramificato, Q { Dg/r.
2. Q| Ds/r e lo divide esaltamente <= [’estensione ¢ tame.

3. Dg/r € lideale generato da tutti gli elementi f'(a), dove o € S e f € il polinomio minimo
di .

Dimostrazione. Osserviamo subito che, per la proposizione precedente, nei primi due punti
possiamo ricondurci al caso locale.

1. Se F/K di campi p-adici & non ramificata, S = R[(y], con p { m, quindi, detto f
il polinomio minimo di ¢,, 2™ — 1 = f(z)g(z), allora m{™™' = f'(¢n)9(Cn), da cui
f'(¢n) ¢ P (in quanto altrimenti m¢™™* € (p)R), cioe Q1 (f'(¢m))S.

2. Innanzitutto possiamo considerare ’estensione totalmente ramificata per il punto prece-
dente. Posto S = R|[n], 7 radice di un polinomio di Eisenstein f(x) = 2¢—a, 12 ' +.. .+
ag, a; € P Vi > 0, ag € P\P?, abbiamo f'(r) = er®! (mod P), dunque f'(7r) = er®!
(mod @), da cui la tesi.
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3. Sia a un generatore intero dell’estensione E/K, S 2 R[a]. Allora Dg/p 2 Drja/r =
(f'(«)). Segue dunque facilmente I'inclusione Dg/r 2 {f'(a) | a € R}.
Sia @ uno dei (finiti) primi che divide g, g; bisogna verificare che expg (Ds/r) = expg(f'(a))
per un certo a generatore intero dell’estensione. Denotiamo v = vp e consideriamo wg | v;
sia inoltre f(x) il polinomio minimo di «.

Se 01 : ' — K, ¢ un’immersione che genera il valore assoluto wg, si ha facilmente:

o1(f'(@)) = flor(@) = [] (01(a) = o(a)).

o#o01

Indicheremo come al solito ¢ ~ 7 se ¢ e 7 sono coniugate su K,, cioe se esiste un
automorfismo A di K, su K, tale che 7 = Moo su E.

L’estensione Sy, /R, ¢ monogenica, cioe Sy, = R,[3] per un certo 8 € S,,,; dico che, se
3" ¢ sufficientemente vicino a 3, allora Sy, = R,[f']. Infatti, se |3 — 3’| < 1, allora 8’ =
(mod Q), dove @ ¢ I'ideale massimale di S, cioe 3 e 3 generano lo stesso campo residuo;
inoltre, se |f—['| < e, allora | f(8")— f(5)] & abbastanza piccolo e dunque |f(5)| = | f(5)],
cioe (' genera anche 'ideale massimale.

Vediamo adesso che esiste a € R, tale che |A\(3) —a| = 1 per ogni \ : K, — K, estensione
dell’identita su K,. Basta mostrare che \() # @ nel campo residuo, quindi scelgo a = 1
se le classi dei A(f) nel campo residuo (coniugate sul campo residuo) sono 0 e a = 0
altrimenti.

Siano o4, ...,0, dei rappresentanti delle classi di equivalenza delle immersioni E — K,
rispetto a ~. Per il teorema di approssimazione, possiamo trovare un elemento o € F
tale che |0 () — 3] € piccolo e |o; () — a| & piccolo per @ # 1. Senza perdita di generalita,
possiamo supporre che tale « sia intero e generi l'estensione E/K: infatti se « non
fosse intero, basterebbe moltiplicarlo per un elemento di R congruo a 1 modulo Px e
divisibile per potenze elevate di certi altri primi; se non generasse, potremmo cambiare
a con o+ 7V, dove v & un generatore di E/K, e per il teorema dell’elemento primitivo
avremmo che E = K(a,7) = K(a + 7¥4) per un certo N abbastanza grande.

Per quanto detto prima, Sy, = R,[o1(a)], dunque:

expo(Ds,, /) = expg | || (01(a) = a(a))
o~o1
o#o1

Ci resta quindi da vedere che gli altri fattori non danno alcun contributo in termini di
potenze di (). Sia percio o o gy; scriviamo 0 = Ao g;, con ¢ # 1. Allora:

lo1(a) — o(a)| = |o1(a) — Ao ai(a)] = [Nt ooi(a) — ai(a)] = [Nt ooi(a) —a+a— ai(a)l.
Ma |o;(a) —a| & piccolo, e At oy (a) & vicino a A™(3). Visto che [A\1(3) —a| = 1, segue
che A"t o gy(a) — a| = 1 e dunque anche |o;(a) — o(a)| = 1, ciot la tesi.

]

2.6 Gruppi di ramificazione

Sia K un campo completo rispetto a una valutazione discreta v, e indichiamo come al solito
con O il suo anello di valutazione, con Pk 1'unico ideale massimale di O, con U(K) il gruppo
delle unita e con kg il campo residuo. Consideriamo inoltre L/K un’estensione di Galois con
gruppo di Galois G = Gal(L/K) tale che l'estensione dei campi residui k7 /kx sia separabile.
Sappiamo che 0y, ¢ un Ok |[G]-modulo e esiste un generatore intero « tale che 0, = Ok|a].
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Lemma 2.6.1. 0 € G, i € Z>o. Sono fatti equivalenti:
1. o agisce banalmente su %.
L
2. vp(o(y) =) =1+ 1 per ogni v € Oy.

3. vp(o(la) —a) > i+ 1.

Dimostrazione. L'implicazione 1 = 2 segue dall’osservazione che o(y) + Pi™' = v + P,

mentre I'implicazione 3 = 1 segue dall’osservazione che ¢ agisce banalmente su @ = a + Pi“,

che genera P/fil su Of. O
L

Definizione 2.6.1. Per ogni ¢ > —1, si definisce G; = {0 € G | vy (0(a) — ) > i+ 1} i-esimo
gruppo di ramificazione.

Si ha evidentemente che G = G_1 2 Gy 2 ... O G, = {id} e G; <G, in quanto la catena si
fermera dopo max, {v(o(a) — )} + 1 passi. Inoltre si osserva che Gy = E gruppo di inerzia.

Definizione 2.6.2. I numeri ¢ tali che G; # G, si dicono salti della ramificazione.
Definizione 2.6.3. Definiamo la funzione is tale che:

ic: G — NU{+o0}
o — vp(o(a) —a)

con la convenzione che ig(id) = +o0.
Osservazioni. 1. ig(o) =i+ 1 <= o € G;\G11.
2. ig(tor™') =ig(o) per ogni T € G.
3. ig(o7) > min{ig(0),ig(T)}.
Proposizione 2.6.2. Sia H < G e K' = LY. Allora H; = G; N H.

. . . : o
Dimostrazione. o € H agisce banalmente su % <= agisce banalmente su Pi—fﬁ- O
L K/

Corollario 2.6.3. Sia K, la massima sottoestensione non ramificata di L/K. Allora K, =
L¥ = L% ¢ i gruppi di ramificazione di L/K di indice > 0 coincidono con quelli di L/K,., che
¢ totalmente ramificata.

Proposizione 2.6.4. Sia H<G e K' = L". Allora:

dove s — o significa che =0 in G/H.

Dimostrazione. Sia [ un generatore di Ok su O . Per I'unicita dell’estensione di una valuta-
zione, abbiamo che:

icy1(0) = vie(0(8) — B) = ——ui(o(B) — B).

€L/K'

Osserviamo che:

S vnlsta) —a) = 3 enlsr(a) - a),

s—o TeEH



dove s & un qualunque elemento tale che s — o, e v (o (5) — ) = vr(s(B) — B).

Se poniamo b = s(f) — e a = [,y (s7(a) — a), la tesi equivale a dimostrare che a e b hanno
la stessa valutazione, cioe (a) = (b).

Sia o (x) = [,y (x — 7(e)) il polinomio minimo di e su K’; sicuramente (sp ) () = [ cp (2
I coefficienti del polinomio (sp)(x) — pa () sono tutti divisibili per b, in quanto p,(z) € Ok =
Ok [B], quindi:

bl (sa)(@) = ptal@) = (spa)(@) = [ ] (a = s7(a)) = £a.

TeH

Ci rimane da mostrare laltra divisibilita. 8 € Ok[a], quindi possiamo trovare un polinomio
g(x) € Oklx| tale che g(a) = B. g(x) — 5 € Ok/[x] ha a come radice, quindi p.(x) | g(z) — 5
in Ok:[z]. Poniamo g(x) — 5 = po(z)p(x). Applicando s e poi valutando in a si ottiene:

0= (sp12)(0) | (sg)(@) = 5(5) = 5 = s(8) =,
]

Corollario 2.6.5. Se H = G, con j > 0, allora (%) = % per 1 < 7, ed e banale altrimenti.
? J

Dimostrazione. G% D g—? D...D G—J = {id} e GQ D <G%>o D...D (%)k = {id} sono due
catene per G— Dico che coincidono.
J

Preso o € G diverso dall’identita, esiste un unico indice 7 tale che o € G Z“ . Sia s € G tale
che s — o; allora s € G\Gi11, cioe ig(s) =i+ 1. Se K' = L% | L/K' & totalmente ramificata,
in quanto Gy 2 G, dunque e/ = [L : K'] = |G|

Per la proposizione precedente, ZG%( o) = \G |(i4+1) =i+ 1, cioe 0 € < J)z\ <G%>i+1’ da
cui la tesi. n

Proposizione 2.6.6. v (Dr/x) = > iqic(s) = D50 (|Gil — 1).

Dimostrazione. Sappiamo che Dk = (f'(a)) = (H#id (o — 3(04))), quindi v, (D k) =

Zs;ﬁid vr(s(a) —a) = Zs;éid ic(s).

Poniamo g; = |Gi| — 1; allora [{s [ ic(s) = i + 1} = |Gi| — |Git1| = g — giv1, da cui:

vr®@ry) =Y _ (i +1)(gi — gir1) = 91 — g2 + 2(92 — g3) => o
>0 >0
n
Corollario 2.6.7. H < G, K' = L. Allora v/ (Dkr/i) = e D e ia(s).
Dimostrazione. Visto che D, = D/ kDK, la tesi segue passando alle valutazioni. ]

Vediamo adesso come si possono studiare i gruppi di ramificazione nel caso globale avendo
informazioni solo a livello locale.

Sia R un dominio di Dedekind con campo delle frazioni K, sia L/K finita di Galois con gruppo
di Galois G e sia S la chiusura integrale di R in L. Sia P un primo di R e scegliamo un
primo @ di S sopra P. Come ¢ usuale, indichiamo con D = D(Q|P) ed E = E(Q|P) i
gruppi di decomposizione e di inerzia di Q|P. Se Lg e Kp sono i completati di L e K rispetto
alle valutazioni vg e vp, allora 'estensione Lq/Kp risulta di Galois, in quanto Lo = LKp e
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normalita e separabilita si conservano nel traslato. Inoltre, se () e P sono i completati di () e
P, abbiamo un omomorfismo:

p: Gal(Lo/Kp) — D(Q|P)
g — oL

in quanto ¢(Q) = Q implica che oL(Q) = O"L(Q NL)=QNL=Q. Tale omomorfismo & perd

un isomorfismo: le cardinalita coincidono, e l'iniettivita segue dalla continuita degli elementi

del gruppo di Galois rispetto alla topologia @-adica, in quanto vg(o(a)) = vg(a) per ogni

o : Lg — Lg automorfismo, da cui o) = id implica o = id.

Definiamo G;(Q) = {0 € G | o(y) = v (mod Q') Vv € S}; se i G; denotano i gruppi di

ramificazione dei campi locali, dico che ¢(G;) = G;(Q).

Sicuramente p(G;) C G4(Q), in quanto, se o(y) = v (mod Q'*') per ogni v € 0L, allora

oiL(y) = v (mod g,il ) per ogni v € S. Vediamo quindi che ¢ : G; — G;(Q) ¢ surgettiva:
=Qi+1ns

sia 7 € G;(Q) e cerchiamo 7 tale che 7, = 7.

FeG = wvlfla)—a) > i+l < 7(a)—a € Q! per ogni a € OL,- Ma se

o = lim,_,00 (v, definitivamente a, € a € Q™. Per questo 7(ay,) — o, € Q7' C Q'+, dunque

(o) € a+ Q1. Ma allora basta definire 7(a) = limy,,_.o 7(v,) € si ha che 7(a) € o + Q1

cioe 7 € Gj.

Consideriamo adesso un’estensione L/K di campo locali come sopra e totalmente ramificata

(se non lo fosse basterebbe considerare L/K,, dove K, = L¥ ¢ la massima sottoestensione non

ramificata). Denotiamo con 7 un generatore del massimale Py, di O.

Proposizione 2.6.8. Sia i >0 es € G. s € G\Gip1 <= @D =1 (mod Pi) = ¢
Ui(L).

Dimostrazione. s € Gi\GiH — iG(S) =1+1= UL(S(W) - 71'); in quanto 0, = ﬁK[ﬂ']. Ma
up(s(m)=m) = Loy (2 = 1) =i+1 = v (22 1) =i = D=1 (mod F{"). O

™ K

e Ui Floo g

. o U
Indicato U;(L) con U, ricordiamo che iy Uor — PITT

Proposizione 2.6.9. La mappa

¢ un omomorfismo iniettivo e non dipende da 7.

Dimostrazione. Vediamo prima l'indipendenza dal generatore di P,. Se (7) = (n’), allora
7' = um, con u € U, dunque % = #@, ma s(u) = u (mod P;™), quindi W e Uiy,

Con abuso di notazione, consideriamo #; definita su G;. Se u = @, f; ¢ un omomorfismo se

e solo se % = 8(5) = 1 (mod Pi“), ma questo e vero perche %‘) ¢ un’unita (in quanto
quoziente di elementi della stessa valutazione) e perche s € G;.

Infine, Ker(6;) = {5 €G; s(:) € Ui+1} ={s€G;|s(r) =7 (mod P} = Gj,;. O
Corollario 2.6.10. Il gruppo G% = g—‘l) e ciclico e 6 (G—(l’) < kj, quindi, se char(kp) =p #0,
p € coprimo con g—;’ )

Corollario 2.6.11. Se char(kr) =0, allora Gy = {id} e Gy ¢é ciclico.
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+1 2~ k;, che ¢ un campo a carat-
teristica 0, dunque i qu021ent1 _—+ sono banali per ogni i > 1, da cui G; = {id} (altrimenti la
successione dei G; non arriverebbe mai a {id}). O

Corollario 2.6.12. Se char(ky) = p # 0, allora i quozienti G?—:—l sono p-gruppi abeliani
elementari (cioé prodotto di copie di Z/pZ) e Gy ¢é il p-Sylow di Gy.

Dimostrazione. 11 primo fatto segue dal fatto che GG—H si immerge nel gruppo additivo ky,
mentre il secondo € un’immediata conseguenza del primo corollario. O]

Corollario 2.6.13. L/K estensione di campi p-adici, e = eop" con (eg,p) = 1, L; = L.
Allora Ly = K, e Ly é la massima sottoestensione tame di LK.
Dimostrazione. Sappiamo che Ly = K, e [Lo : K] = f; inoltre G; = Gal(L/L;) & un p-gruppo

e %11 = Gal(L1/Lo) ha cardinalita coprima con p, dunque |G1| = p" e ng = ¢p. O

Corollario 2.6.14. Se char(k,) =p # 0, Go = Gy x H, dove H = GJ ¢ ciclico.

Dimostrazione. Consideriamo la successione:

1<—>G1—>G0—>g — 1.
1

Sia 5 un generatore di g—‘l’; visto che (eg,p) = 1, posso trovare un N > n tale che pV =

mod eg). Se t = sP" .t = gPVe0 — 1 in quanto Gol = eop™ | eop, e t = = s, dunque
) ) q P P q

H = (t) ha ordine e ed ha intersezione banale con Gj. O

Corollario 2.6.15. G ¢ risolubile. Inoltre, se ki, ¢ finito, anche G ¢é risolubile.

Esempio. Sia k un campo algebricamente chiuso di caratteristica 0 e consideriamo K = k((¢)).
Denotiamo con K la chiusura algebrica di K; dico che K = Ups1 k ((t%>>

L’inclusione D & ovvia; per vedere laltra sia K C L C K tale che L/K ¢ finita e di Galois. k
¢ algebricamente chiuso, quindi kx = ki = k, dunque L/K ¢ totalmente ramificata e G = Gy
e ciclica. Da questo si deduce che ogni estensione finita e di Galois ciclica, e per ogni n esiste
un’unica estensione di K di grado n, poiche altrimenti il gruppo di Galois del composto non

sarebbe ciclico. Visto che k <(t%>) ¢ un’estensione di grado n di K, essa deve essere 'unica e

segue quindi l'altra inclusione.
Di conseguenza, Gal(K /K) = lim Gal (k; ((t%>> /K) >~ 7.

Proposizione 2.6.16. s € Gy, 7 € GC:;, con i > 1. Allora 0;(sts™') = 0y(s)'0:(7), dove si
intende che Oy(s) € k), e 0;() € -

ke
T -
Py

Dimostrazione. Scegliamo t € G; tale che t = 7. Posto ' = s (), abbiamo che t(7') =

7'(1+a), con aa = b’ € P'. 0,(t) = a € P“H’ da cui sts™' = s(7'(1 + a)) = 7(1 + s(a))
e percid 0;(sts™') = s(a). Se s(w) = um, con u € U, allora s(a) = s(b)u‘n’, ma s(b) = b
(mod Pp), quindi s(a) = bu'nr® = au’ (mod 71); si giunge alla tesi osservando che 0y(s) =
2 =1l .
Corollario 2.6.17. s € Gy, t € G;, i > 1. sts 1 € Gy < s°€ G, V te G,
Dimostrazione. sts”'t™' € G,y < sts™! € tGi1 < 0;(sts™) = 0,(t) < 0o(s)'0:(t) =
gz(t) <~ 90(8)i =1V Qz(t) =0 < s'e G, V te Gz’—i—l- O
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Go

1

Corollario 2.6.18. Se G ¢ abeliano, eg = . Sei>0eeytt, allora G; = Giyq.

Dimostrazione. Sia t € G; e scegliamo s € Gy tale che (5) = g—(l) Se eg 1 i, allora s° ¢ Gy; ma
visto cge id = sts™ ! € Gy, allora t € Gy . O

Vogliamo adesso dimostrare una dei pit importanti teoremi sui salti della ramificazione; per
farlo, abbiamo bisogno di due risultati, di cui tralasciamo la dimostrazione, che puo essere
trovata nel libro Local Fields di Serre.

Lemma 2.6.19. s € G;, t € G;, 1,7 > 1. Allora sts™'t™" € Giyq e ;4 (sts™ ') = (j —
1)0i(5)0;(t).

Proposizione 2.6.20. s € G;, t € G;, 1,5 > 1. Allora sts™'t™' € G141

Teorema 2.6.21. [ salti della ramificazione sono congrui fra loro modulo p = char(ky).
Dimostrazione. Sia j = max{i | |G;| # 1}. Ovviamente j ¢ un salto. Sia inoltre 7 un altro salto
e scegliamo s € G;\Gi41 et € Gj\Gj41.

. . . _ _ . . . i+ N . .
sts™1t™t € Gy = {id}, quindi 0 = 0, ;(sts™ 1) = (j — )0;(s)0;(¢) in W, cioe j—i=0
(mod p). O
Esempio. Consideriamo K = Q,((,) e L = K(¢/7k). Gal(L/K) = (s) = Z/pZ. L’estensione
e totalmente ramificata, quindi G = Gy ed esiste un unico salto della ramificazione, sia esso

t. Sappiamo che Dk = (f'(7)) = (prP™1), quindi v (D k) = ve(p) +p—1=e+p—1,
ricordando che:
v @) =Y (Gl =1 =(+D)p-1)=tlp—1)+p—1,
i>0
pil’
Adesso vogliamo rinumerare i gruppi di ramificazione G; in modo da dedurne altre proprieta;
innanzitutto poniamo G, = G, per ogni u € R>_; e definiamo la funzione ¢ = ¢,/ tale che:

T arex
ou/ () / Gy G / Gol

Si osserva subito che ¢/ x € I'identita su [—1, 0], mentre, se m < u < m + 1, vale I'identita:

pr/x(u) = i (Z gi + (u— m)gm+1> :

si ottiene che e = t(p — 1), cioe t =

i=1
dove g; = |G,
Proposizione 2.6.22. 1. ¢ e continua, lineare a tratti, crescente e concava.

2. (0) = 0.

3. Se ¢!, e ¢ sono le derivata destra e sinistra di ¢, allora ¢ (u) = ¢’ (u) = m se

u ¢ 7, mentre ¢’ (m) = [Go—le] e ¢ (m) = m sem € Z.
4. Tali proprieta identificano univocamente .
¢ ¢ una funzione invertibile, quindi denotiamo con ¢ = 91k la sua inversa.

Proposizione 2.6.23. 1. Y é continua, lineare a tratti, crescente e convessa.
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2. (0) =
3. Y (v) = @ € 7, dove u = ¢ (v).
4. Sev €Z, allora u=¢(v) € Z.

Dimostrazione. 1 primi tre punti sono evidenti. Per I'ultimo, visto che ¢(u) = v, abbiamo:

gop(u Z gi + (= M) g1,

da cui u —m € Z e quindi u € Z. O

Definizione 2.6.4. Definiamo gruppi di ramificazione con indice in alto i gruppi G* :=
Gyv)- Analogamente agh usuali gruppl di ramificazione, si dice che v € un salto in alto della
ramificazione se G 3 GY' per ogni v/ > v.

E immediato osservare che G0 = G; inoltre, 1 puo essere scritta:
(o) = / G G dw.
0

Lemma 2.6.24. ¢(u) = gio Y see min{ig(s),u + 1} — 1.

Dimostrazione. Sia m intero tale che m — 1 < u < m. Allora, spezzando G = (G\Gy) U

(Go\Gl) L (Gl\Gg) Ll.. . si ha:

P me{m Ju+1}p = g10< (90 = g1) +2(g1 — g2) + ... + M(gm—1 = gm) + gm(u+ 1)) =

= =3 ot gulu—(m—1) = p(w) + 1.

]

Lemma 2.6.25. Sia H <G, 0 € ¢ ¢ poniamo j(0) = max{ic(s) | s € cH}. Allora, se
K' = L vale la relazione:
ia(0) —1=rx(jlo)—1).

Dimostrazione. Sappiamo che i%(a) = eLjK’ Y e ta(s) = eL/K’ —— > e ia(st), dove 0 = sH.

Sia 5 € sH tale che i(5) = max{ig(st) | t € H} = j(o) = m, cioe 5 € Gp,—1\Gn; allora
i5(0) = o Cienic(st).

Come al solito, supponiamo che 'estensione L/K sia totalmente ramificata; se poniamo ig(t) =
k, allora:

o

St(m) —m = 3(m + 7u) — 7 = 3(m) +3(m)*3(u) — 7 =7 + 7" + 7 —

Da tale conto, si deduce immediatamente che ig(5t) = min{ic(3),ic(t)} se k # m; se invece
k = m, allora m > ig(5t) > m e quindi anche in questo caso ig(5t) = min{ig(3),ig(t)}.
In conclusione, per il lemma precedente:

(o)

i me{m ic(t)} = or/w(m—1) + 1.

teH

E\O

eL/K/
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Il prossimo teorema mostra finalmente 1'utilita dei gruppi di ramificazione con indice in alto.
Teorema 2.6.26 (Herbrandt). “uf = (%)U, dove v = ¢k (u).

Dzmostmzzone o€ G T esiste s € G, NoH tale che cH = sH. Ma sH = cH
ic(s) Zu+tl < J( )Z2u+l = jlo)—1>u <= or(i(o) —1) = or/x(u)
i%(a) > opi(u)+1 <= o€ (%)

511

PL/K’ (u)’

Proposizione 2.6.27. ¢ e ¢ wverificano le formule di transitivita: se K C F C L sono
estensioni di Galois, allora pr/x = Yr/k ©Yr/F € Vr/k = Yr/F 0 VE/K-

Dimostrazione. Verifichiamo la relazione sono per ¢, in quanto quella per ) seguira prendendo
gli inversi. Basta verificare che pr/x o /r soddisfa le proprieta caratterizzanti ¢y x; le uniche
verifiche non banali sono quelle sulle derivate.

Se v = ¢r,r(u), ovviamente vale che (¢r/xo@r/r) (1) = @) (V)] p(w); detto G = Gal(L/K)
e H = Gal(L/F), si ha:

G/H).| | H.|
(V) = G/H).| e Lop(u) = =2
SOF/K( ) ((G/H)o| SOL/F( ) | Hy|
Visto che ‘(%)U‘ = }G}}H = % . ‘—11{' = ‘|G2|‘, segue facilmente:
Gu||Hy| 1 1 |G|
L e (V) u:|"u~ = Gyl = == = ¢ 1 (u).
SOF/K( )‘PL/F( ) |Hu|eL/F erK €L/K| | Gl SOL/K( )
O
ei GUH
Proposizione 2.6.28. H < G. Allora (E =
Dimostrazione. Sappiamo che (—) (%)x = H , dove © = ¢pg(v), K/ = L, e u =
Vrx(x) = Yo (Yrx(v)) = Yry(v). Si conclude facilmente osservando che da questa
uguaglianza segue G, = G". n

Enunciamo adesso un importantissimo teorema, che dimostreremo piu avanti:
Teorema 2.6.29 (Hasse-Arf). Se L/K ¢ abeliana, i salti in alto sono interi.

Esempio (Salti in alto non interi). Preso m = (,—1, consideriamo le estensioni di Q, K = Q,((,)
e L = K(¢/m); si ha che [K : Q) =p—1e[L: K| = p e lestensione L/Q, ¢ totalmente
ramificata. B facile vedere che Gal(L/Q,) = Z/pZ x (Z/pZ)*; sia o € Gal(L/Q,) un generatore
dello Z/pZ.

G =Gy e Gy = (o) 2 Z/pZ; 0 & quindi un salto della ramificazione, e ne esiste solo un altro,
che chiamiamo ¢. Visto che ¢, — 1 genera l'ideale massimale di O, abbiamo:

ig(0) = vp(o(Ym) = V) = vp(G¥/m — V) = v (¥7) +v(G — 1) = 1+,

da cui ¢t = p. Se calcoliamo i salti in alto, il primo sara ovviamente ¢(0) = 0; il secondo &

invece:
p
E gi = P2 = —0,
" ® — —1) p—1

che non ¢ intero se p # 2.
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Esempio. Sia L/K ciclica totalmente ramificata di grado p™, dove p e la caratteristica del
G;
Git1
sono isomorfi a Z/pZ, dunque ci sono esattamente n salti della ramificazione. Denotiamo con
€o, €0+ €1,...,€0+ ...+ e,_1 1salti in basso e con g, i + 21,...,% + ...+ i,_1 1 salti in alto.

Si hanno le relazioni:

campo residuo kx. Allora G = Gy = Gy = Z/p"Z. Sappiamo inoltre che i quozienti

g = 90(60) = gio(gl + ... +geo> = €g
io +i1 = p(eg +e1) = g%(gl ot Gey) gio(geo—i—l + .o+ Gegrer) =0+ %61
e continuando ricorsivamente si pud vedere che e; = p/i; per ogni 0 < j <n — 1.

Esempio (Estensioni ciclotomiche di Q). Denotiamo K,, = Q,((,»). Allora K,,/Q, ¢ totalmente
ramificata, ha grado ¢(p™) ed il suo gruppo di Galois G ¢ isomorfo a (Z/p"Z)*; inoltre G = G e
G @ ciclico di ordine p"~!. Denotiamo s, ’elemento di G tale che Sa(Gpn) = an e consideriamo
i sottogruppi di G:

G(p") ={ae(Z/p") |a=1 (modp")}={s, €Gla=1 (modp")}.

Evidentemente |G(p")’| = p"™¥ e K¢®"”" = K,. La prossima proposizione caratterizza
completamente i gruppi di ramificazione di K,.

Proposizione 2.6.30. I gruppi di ramificazione di G sono G = Gy e G, = G(p™)” per un
certo v. In particolare:

G(p™)? perl <u<p-—1
G(p")? perp<u<p’®—1

G(p™)" = {id} peru>p» -1
I salti sono dunque 0,p — 1,p> —1,...,p" 1 —1.

Dimostrazione. La tesi equivale a dimostrare che, per ogni u < p” — 1, a € G(p")" < s, €
G,. Staa=1 (mod p”), a # 1 (mod p**t1); allora:

a o(p" v
0k (50(Gor) — o) = 0 (1 — 1) = vy (v — 1) = 2T e,
o(pn)
Il
Corollario 2.6.31. [ salti in alto dell’estensione K,,/Q, sono 0,p —1,p* —1,...,p" ' — 1.
Dimostrazione. Basta osservare che:
_ 1
PK, 0, (0" ) = " (g4t gp) + (Gt ot ge )+ (gt gpna)) =
1
— -1 n—1 2 n—2 k _ k=1y,n—k) _
oDy (p—Dp '+ @ —pp" 2+ ...+ (=)
=14+...+1=k.
Il

Vogliamo concludere questa sezione con qualche accenno riguardo a cosa si puo dire in generale
su estensioni cicliche di grado p e p™ di un campo locale K.

Innanzitutto, se ¢, € K e L/K ¢ un’estensione di Galois di grado p con gruppo di Galois
G = (o), allora il teorema di Kummer assicura che L = K ({/x) per un certo x € K*; scriviamo
come al solito x = 7%, dove 7 e il generatore dell'ideale massimale di Ok e 0 < a < p.
Distinguiamo due casi:
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v(z) > 0) In questo caso possiamo supporre che v(x) = 1, in quanto esiste un h tale che ah = 1

(mod p), da cui z" = 7%u" & uguale a meno di potenze p-esime a 7u’, che ha norma 1.

Supponiamo quindi x = 7. Allora:

v(o(Ya) — Vo) =1+ ppe’“l — 41,

da cui il salto della ramificazione e t = ;];ikr

In questo caso x € [U]—{E Se m > pe’“ , Uy C U?Y, dunque, se x € U\U,41, consideriamo
[ < ek
p— p*l.

p P €k
, Up _Ump,sem>p ur Um+ekesem—p
pe

U2, C Uy,
tuttl gli elementi di U;\U,;1 sono potenze

allorase 1 <[ < pe’“ ep | I oppure se [ >
p-esime.

Quindi consideriamo solo gli [ tali che 1 <1 < pe’“ epflel= 56’“1

Se puo mostrare che 'unica fra le estensioni K(W)/K w € U\Uy1 a essere non
ramificata e quella tale che [ = pe’“ ; da questo si ricava inoltre che le altre estensioni di
questo tipocon 1 <1 < % ep J( l sono tutte totalmente ramificate.

Infine si puo calcolare che in K'(y/w)/K, con1 <1 < Z% e p {1 il salto della ramificazione

et =Lk |
p—1

Concludiamo con il seguente teorema, che ovviamente non dimostriamo, che stabilisce condi-
zioni necessarie e sufficienti affinche una n-upla (¢, ...,t,) € Z" sia 'elenco dei salti in alto di
un’estensione L/K ciclica di grado p™:

Teorema 2.6.32. Se (t1,...,t,) € Z" cont; < ... <t,, allora esiste un’estensione L/ K ciclica
di grado p™ con salti in alto esattamente tq, ..., t, se e solo se valgono le sequenti condizioni:

1 S tz < ;;ikl € (tzap) = 1;'

pek .
p—1’

7, allora tiyy = pt; oppure pt; <t <

se t; > 1, allora t; 1 =t; + ey.
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3 Appendice

3.1 Adeli e ideli

Sia K un campo di numeri, v una valutazione su K e o € K. Consideriamo I'immersione:

K — Tlem, Ko
o = {av}vGMK

PP
Q' Qb
vedere che gli «, sono quasi tutti interi (in particolare o, € Ok, <= v # vg, per ogni

i=1,...,s). Per questo motivo, lo spazio [ [, K» ¢ “troppo grande”.

dove My indica l'insieme delle valutazioni normalizzate su K. Se (a) = , € facile

Definizione 3.1.1. Sia {Q)},ca una famiglia di spazi topologici. Per ogni A, sia Ay C Q) un
aperto. Si definisce prodotto topologico ristretto relativo agli Ay lo spazio Q C ], 2 tale che
{an} € Q <= a, € A, per quasi tuttii \.

La topologia su 2 ¢ definita dalla base di aperti I' = [, 'y, dove I'y € Q) ¢ aperto e I'y = A,
per quasi tuttii A.

Proposizione 3.1.1. Sia S C A un sottoinsieme finito e definiamo Qg = [],cq 2a st Ay
Allora Qg & aperto in Q) e la topologia indotta su Qg € la topologia prodotto.

Dimostrazione. Basta osseervare che I'yN€g ¢ del tipo [], ¢ s Ba H/\¢SUS, Ay, dove S’ ¢ finito
e By C Q, ¢ aperto, e tali sottoinsiemi formano una base di aperti per la topologia prodotto di
Qs. O

Osservazione. E immediato osservare che se {A]} ¢ un’altra famiglia di aperti tale che A\ = A,
per quasi tutti i A, allora i prodotti topologici ristretti relativi alle due famiglie coincidono.

Proposizione 3.1.2. Se gli 2, sono localmente compatti e gli Ay sono compatti, allora € é
localmente compatto.

Dimostrazione. Dalla definizione ¢ chiaro che gli €2¢ sono localmente compatti. Ma allora
'osservazione che Q = | J4 s conclude la dimostrazione. O

Supponiamo ora che gli spazi 2, abbiano una misura p, tale che py(Ay) = 1. Allora si puo
definire una misura g su € tale che una base di insiemi misurabili sia C' = [[, C), dove C) ha
misura finita e C'y = A, per quasi ogni \.

In questo modo inoltre i non ¢ altro che la misura prodotto su {2g.

Definizione 3.1.2. L’anello degli adeli Vi ¢ il prodotto topologico ristretto dei K, relativo
agli aperti Ok, C K, se v € non archimedeo e agli aperti K, se v & archimedeo.

Osservazioni. 1. Vi € un anello topologico, dove somma e moltiplicazioni sono applicazioni
continue (infatti basta vederlo sugli Qg, su cui ¢’¢ la topologia prodotto, quindi possiamo
verificarlo componente per componente).

2. Vi e localmente compatto.

3. K siimmerge in modo naturale in Vi. Inoltre le immagini {c, }yen, di K tramite questa
immersione prendono il nome di adeli principali.

Proposizione 3.1.3. Sia L/K wun’estensione finita e separabile di campi di numeri. Allora
Vik @k L =V}, algebricamente e topologicamente.
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Dimostrazione. Detto L = K(a), {1,a,...,a" '} ¢ una base di L/K. Il termine di sinistra &
il prodotto topologico ristretto dei K, ®x L = K, ® K,a @ ... ® K, ! relativo agli aperti
ﬁKU D ﬁKUCYEB ..P ﬁKvOén_l.

Inoltre K, ®x L = Ly, ®...® Ly, dove le w; sono le estensioni di v a L, e quasi tutti gli aperti
precedenti si identificano in questo spazio come 0f,, &... 0 Lu, (infatti si applica la teoria di
Kummer, in quanto o & un generatore per quasi tutti i primi di K ). Ma allora Vi ® L, che &
il prodotto topologico ristretto dei K, ®x L relativo agli Ok, ® Ox,a®...® Ok, a™ ! coincide
con il prodotto topologico ristretto dei L,, relativo agli aperti &7, , con w che varia fra tutte le
valutazioni di L, che non e altro che V.

Questo conclude che I'isomorfismo vale dal punto di vista topologico. Che valga dal punto di
vista algebrico ¢ invece evidente. O]

Corollario 3.1.4. Indichiamo con V;f il gruppo additivo ottenuto da Vi togliendo l’operazione
di moltiplicazione. Allora:

Vi =DVi
1
dove n ¢ il grado dell’estensione L/ K.

Dimostrazione. Preso un qualunque 8 € K diverso da 0, BV, & isomorfo a V;& come gruppo
topologico, quindi basta prendere la decomposizione V;" = Vi @ Viia @ ... ® Via"! dalla
proposizione precedente per giungere alla tesi. O

Il seguente teorema da un’importante informazione sul sottoinsieme degli adeli principali:

Teorema 3.1.5. K (visto come immagine di K in Vi) é un sottoinsieme discreto di V.
Inoltre Vii /K & compatto con la topologia quoziente.

Dimostrazione. Per la decomposizione del corollario precedente ¢ sufficiente mostrare la tesi
solo per Q (in realta questi risultati valgono per un qualsiasi campo globale, cioe¢ anche per
estensioni finite di F(¢), con F un campo finito e ¢ un’indeterminata).

Per vedere che Q ¢ discreto in Vg basta vedere che 0 ha un intorno U che non contiene nessun
altro punto di QQ, in quanto le traslazioni sono omeomorfismi.

Indicato con | - | il valore assoluto usuale su Q, consideriamo:

U={aeVy |lale <1, |apl, <1}.

Questo insieme ¢ chiaramente aperto e U N Q = {0}, in quanto sappiamo che [] ||y =1
per ogni a # 0.
Per vedere la parte relativa alla compattezza, vogliamo trovare un compatto W C V@ tale che

la proiezione 7w : W — V& /QT & surgettiva. Consideriamo:

’UEMQ

I/V:{CMEV@F

1
| QXoo oo < 9 |ap|p < 1} .

Per la surgettivita, devo vedere che ogni adele 3 e della forma S =b+ «a,conb e Qe a € W.
Se p ¢ primo, 8, € Q,, dunque 3, ammette una scrittura:

a
ﬁp:—:+...+a0+a1p—l—...;

p
——

=Tp
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B, — rp € intero, quindi |8, — r,|, < 1. Visto che 5, € Z, per quasi tutti i p, cioe r, = 0 per
quasi tutti i p, possiamo definire r = Zp Tp.

Dato che Zq# rq| <1 per ogni ¢, in quanto gli r, stanno in Z,, allora:
q
By = rlp < max q By — 7plp, qu <1
aFp g
per ogni p.

Per la componente all’infinito, scelgo s € Z tale che |Bo — 7 — 8|00 < %; b=r+sdalatesi. [

Corollario 3.1.6. Esiste un sottoinsieme W di Vi definito da disuguaglianze del tipo |&,], < 6.,
con 6, = 1 quasi sempre, tale che per ogni ¢ € Vi esistono 8 € W e v € K tali che p =0+ .

Dimostrazione. La tesi facilmente usando l'insieme W definito nella precedente dimostrazione
e la decomposizione del corollario 3.1.4. O

Corollario 3.1.7. La misura prodotto p su Vi induce, per proiezione, una misura finita su
ViE /K. Inoltre il W della dimostrazione ha misura 1.

Dimostrazione. Visto che V£ /K™ & compatto, possiamo ricoprirlo con i traslati di un aperto
F' di misura finita ed estrarne un sottoricoprimento finito; questo giustifica la finitezza della
misura quoziente su V& /K.

Inoltre, per calcolare la misura di W, ci si puo ricondurre al caso K = Q con la solita de-

composizione del corollario 3.1.4; in questo caso e facile vedere che u(W) = 1, in quanto
fioo ([—3,3]) =1 e p,(Z,) = 1 per definizione. O

Lemma 3.1.8. FEsiste una costante C' > 0 dipendente solo dal campo K con la sequente pro-
prieta: se a € Vi € tale che [], |ay|, > C, allora esiste un adele principale § € K diverso da
0 tale che |B|, < ||, per ogni v € M.

Dimostrazione. Visto che a € Vi, allora ||, < 1 per quasi tutte le v; la condizione [, o], >
C' implica pero che |, |, = 1 per quasi tutte le v.
Denotiamo con Cj la misura (di Haar) di Vf /K™ e con C) la misura di:

1
Wy = {7 €V |l < 57

se v ¢ arch., |v,], < 1 se v & non arch.} :

dove C' ¢ la costante tale che |z + y|, < C'(Jz|, + |y|v) per tutte le v. Chiaramente, data la
finitezza delle valutazioni archimedee, sia Cy che (| sono numeri reali compresi strettamente
fra 0 e oo; posto C' = £2, vogliamo vedere che tale scelta funziona.

Consideriamo l'insieme T.

T = {VEVE Yolo <

v = 20,|O‘v‘v se v & arch., |,], < ||, se v € non arch. }

tale insieme ha misura C} [, ||, > C1C = Cj, dunque la proiezione V;& — V& /K™ non pud
essere iniettiva. Siano 7/,7” € T tali che 7/ — 7" = g € K*; allora |5|, = |7), — 7//|» < |awl, per
ogni v, in quanto lo & evidentemente se v & archimedea, mentre |7, — 7|, < 2C"55|awly = ||y
se v € non archimedea. ]

Corollario 3.1.9. Sia vy una valutazione normalizzata di K e siano 0, > 0 numeri dati per
v # g, con 0, = 1 per quasi tutte le v. Allora esiste f € K non nullo tale che |B|, < 6, per
tutte le v diverse da vyg.
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Dimostrazione. Scegliamo «, € K, tale che 0 < |a,|, < 9, € |ay], = 1 se §, = 1 per ogni
v # vg. Possiamo quindi scegliere un o, € K,, tale che [], |ay|, > C. Il lemma precedente
permette di concludere. O]

Teorema 3.1.10 (di approssimazione forte). Sia vo una valutazione normalizzata di K e sia
U il prodotto topologico ristretto dei K, relativo agli aperti Ok, per v # vy. Allora K e denso
m U.

Dimostrazione. E piuttosto facile vedere che ’enunciato e equivalente alla seguente proposizio-
ne: supponiamo di avere un sottoinsieme S di valutazioni v # v, degli elementi o, € K, per
v € S eun e > 0; allora esiste un 8 € K tale che | — |, < & per tuttiiv € Se|f|, <1
periv & S, v # vy (infatti una implicazione & ovvia, mentre per I'altra basta porre «,, = 0 per
v S, v# ).

Per il corollario 3.1.6 esiste un sottoinsieme W C Vi definito da disuguaglianze del tipo
€0l < 0y, con 6, = 1 per quasi tutti i v tale che ogni ¢ € Vi si puo scrivere nella forma
p=0+~,0¢c W,y e K, inoltre, per I'ultimo corollario, esiste A € K diverso da 0 tale che
A, <0, e perv e Sel|\, <, pervé S, v+#wvy. Dunque, ponendo ¢ = A\~'a, si vede che
ogni a € Vi ¢ della forma a = ¢ + 5, con v € A\W e f € K. A questo punto, se denotiamo
« l'adele con componenti i numeri dati o, per v € S e 0 altrimenti, ¢ facile vedere che il g
precedente soddisfa le proprieta richieste. O

A questo punto vorremmo studiare gli invertibili dell’anello topologico commutativo Vi, ma
purtroppo Vi non e un gruppo topologico dotato della topologia di sottospazio, in quanto
la mappa = + 27! non ¢ continua. Per ovviare a cio, diamo a V} la seguente topologia:

considerata 'immersione:
Vi — Vg x Vg

r — (z,27h)

mettiamo su V3 la topologia di sottospazio rispetto a Vi x Vik. E evidente che Vi sia un
gruppo topologico con tale topologia e che I'inclusione V;; — Vi sia continua.

Definizione 3.1.3. Il gruppo degli ideli Jx di K e il gruppo Vj dotato della precedente
topologia.

E importante sottolineare che le topologie su Jx indotte da Vi e Vx x Vi non coincidono; per
questo ci riferiremo alla prima come la Vi-topologia di Jx e alla seconda come la Jg-topologia.
Il prossimo esempio esibisce un caso concreto in cui le due topologie sono diverse.

Esempio. Sia K = Q e consideriamo la successione a?) tale che a,()p) =pe a&p) =1 per v # p.

Chiaramente tale successione converge a 1 nella Vgp-topologia. Pero essa non converge nella
Jo-topologia: infatti un intorno di 1 nella Jg-topologia ¢ del tipo (U x V)NV, dove U e V
sono del tipo Hpe ¢ Qp X Hpaé 2Ly, con S C Mg finito, dunque definitivamente la successione
{(a®)~1} non sta in V.

Visto che K si immerge in modo naturale in Vi, allo stesso modo K* si immerge in modo
naturale in Jg; consideremo quindi K™ come sottogruppo di Jx, che chiameremo sottogruppo
degli ideli principali.

Osservazioni. 1. K* e un sottogruppo discreto di Jg. Infatti K e discreto in Vi, dunque
K* si immerge in Vi X Vi tramite la composizione:

K* — JK — VKXVK
r — z={Tlvenr, +—— (z,z7h)

come un sottogruppo discreto.
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2. Jk ¢ il prodotto topologico ristretto dei K¥ relativo agli aperti U(K,) delle unita.
Definizione 3.1.4. Preso un idele «, si definisce contenuto di « il numero c(a) =[], |l

Osservazione. La mappa ¢ : o — ¢(a) & un omomorfismo continuo da Jx al gruppo R,. Infatti
sicuramente ¢ un omomorfismo; per vedere che ¢ continuo basta vedere che lo ¢ in 1.

Dato un intorno U di 1 in R, diciamo U = {|z—1| < ¢}, denotiamo con V il sottoinsieme di Jx
formato dagli « tali che |a,|, = 1 per v non archimedeo e |, — 1|, < § per v non archimedeo,
con & = §(¢) oppurtuno. Allora basta studiare la mappa c ristretta a Jx N[] K,, che puo
essere vista come la moltiplicazione R — R, che ¢ continua.

v arch.

Denotiamo con J} il nucleo della mappa ¢ dotato della topologia di sottospazio di Jx-
Lemma 3.1.11. 1. J}, considerato come sottospazio di Vi, ¢ chiuso.
2. La Vi-topologia di J}. coincide con la Ji-topologia.

Dimostrazione. 1. Sia a € Vg\Jk; cerchiamo un intorno W C Vi di « che non intersechi
J1.. Separiamo due casi:

c(a) < 1: Esiste un sottoinsieme finito delle valutazioni che contiene tuttiiv per cui |a,|, >
1 e tale che J], ¢ ||, < 1. Allora W puo essere scelto:

W={eVk||&—ayly<eseveS |, <1lsevé¢ S},

con ¢ sufficientemente piccolo, in quanto la moltiplicazione in R™ & continua.

c(a) > 1: Sia ¢(a) = C e s il numero delle valutazioni v di K per cui |a,|, < 1. Esiste un
insieme S finito di valutazioni tali che S contiene tutte le v per cui |a, |, > 1, tutte
le valutazioni archimedee e tutte le v con la proprieta che, se v ¢ S e [&,], < 1,
allora |&,|, < W Infatti, detto n = [K : Q)], se v & una valutazione di K che
estende la valutazione p-adica, allora |a,|, < 1 = ||, < ﬁ, dunque mi basta
mettere in S tutte le v che estendono le valutazioni p-adiche per p < (20)™(+1),
Puo essere scelto un € > 0 abbastanza piccolo in modo che, se £, — a,|, < €,

allora 1 < ], g |&lv < (2C)*1; consideriamo dunque:
W={{e V| & —ayly<eseveS &, <1sev¢S}

Tale W funziona, perche, se & € W ¢ tale che |§,|, = 1 per ogni v ¢ S, allora

c(&) > 1; se invece esiste v ¢ S per cui |€,], < 1, allora [,], < ﬁ e dunque

c(§) < 1. e

2. Se a € Ji, dobbiamo mostrare che ogni Jg-intorno di a contiene un suo Vi-intorno e
viceversa. Sia W C J [1{ un Vi-intorno di o. Allora sicuramente W contiene un Vx-intorno
di « del tipo:

Wi={¢cJp||é—awlo<eseveS |&l, <1sevd S}

dove € > 0 e abbastanza piccolo e S € un certo sottoinsieme finito di M. Ma W, contiene
il Jx-intorno Wy di « definito da:

Wo={¢€Ji||é —avlo<eseveS|&l,=1sevd S

Sia viceversa H C J} un Jg-intorno di a. Come sopra H contiene un Jg-intorno H; di
a del tipo:

H ={¢cJp||é —as<eseveS|&l,=1sev ¢St
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dove € > 0 ¢ abbastanza piccolo e contiene tutte le valutazioni archimedee e tutte le
valutazioni v per cui |a,|, # 1. Visto che ¢(a) = 1, puo essere scelto £ abbastanza piccolo
in modo che ¢(¢) < 2 per oogni £ € H;. Ma allora l'intersezione di H; con J} coincide

con lintersezione del W, definito prima con Jk, dunque H; & un Vi-intorno di a.
m

Teorema 3.1.12. J./K* con la topologia quoziente ¢ compatto.

Dimostrazione. Per il lemma precedente basta trovare un W compatto in Vi tale che la
proiezione 7 : W N Ji — JL/K* sia surgettiva. Consideriamo:

W ={¢ € Vi | |&]s < |ay|, Ya tale che ¢(a) > C},

dove C' ¢ la costante del lemma 3.1.8.
Sia 8 € Jj. Per il lemma 3.1.8 esiste n € K* tale che |n|, < |8, @], per ogni v, dunque
nB € W, cioe B € n W, cioe BK* € m(W). H

A questo punto vogliamo vedere in che modo gli strumenti appena introdotti si applicano allo
studio del gruppo delle classi di ideali di un certo campo di numeri K e del suo gruppo delle
unita.

Se K ¢ un campo di numeri, possiamo indicare il suo ideale frazionario [ [, P"* come la somma
formale ) - . n,v, dove v e la valutazione associata a P e np = n,. In questo modo il
gruppo I degli ideali di K non ¢ altro che il gruppo delle somme ) L T tali chen, € Z
e n, = 0 per quasi ogni v. Chiaramente un ideale frazionario v e intero se e solo
se n, > 0 per ogni v.

Costruiamo una mappa continua (abbiamo posto in Ik la topologia discreta):

vV non arc

v non arch. U

JK — IK
a — Y ord,(a)v

Tramite tale mappa I'immagine di K™ ¢ il gruppo degli ideali principali; da questo si deduce il
seguente:

Teorema 3.1.13. Il gruppo delle classi di ideali é finito.

Dimostrazione. La restrizione della mappa precedente a J} ¢ surgettiva su I, quindi il gruppo
delle classi di ideali, essendo I'immagine continua del compatto J5/K*, & compatto. Ma un
compatto discreto € necessariamente finito. ]

Tramite il linguaggio degli adeli e ideli riusciamo a dare una dimostrazione semplificata del
teorema delle unita di Dirichlet, addirittura in una versione generalizzata.

Definizione 3.1.5. Sia S un insieme finito di valutazioni contenente le valutazioni archimedee.
Si definiscono S-unita gli elementi n € K* tali che |n,|, = 1 per ogni v ¢ S; l'insieme delle
S-unita viene indicato con Hg.

Se S coincide con 'insieme delle valutazioni archimedee, le S-unita non sono altro che le unita
usuali.

Lemma 3.1.14. Siano cq, co costanti strettamente positive. L’insieme delle S-unita che soddi-
sfano la condizione c1 < |n,|, < o per ogni v e finito.
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Dimostrazione. Consideriamo l’'insieme:
W={a€Jg||al,=1sev ¢S c <|ayl, <cgseveS}.

W e compatto, in quanto ¢ il prodotto di insiemi compatti con la topologia prodotto; visto che
I'insieme cercato non e altro che W N K*, esso e finito in quanto compatto e discreto. O

Lemma 3.1.15. L’insieme degli elementi e € K* tali che |e,|, = 1 per ogni v ¢ finito e coincide
con linsieme delle radici di 1 in K.

Dimostrazione. Sicuramente le radici di 1 soddisfano tale proprieta. Viceversa, per il lemma
precedente, esiste solo un numero finito di ¢ € K* tali che |g,|, = 1 per ogni v; visto che
formano un gruppo moltiplicativo, non possono far altro che coincidere con le radici di 1. [

Teorema 3.1.16 (Dirichlet). Hg ¢ il prodotto diretto di un gruppo ciclico finito e di Z*~1, dove
[K : Q] =7+ 2t ¢ la solita divisione fra immerisioni reali e complesse e s =1 +t.

Dimostrazione. Trattiamo prima il caso S = S, in cui S coincide con le valutazioni archimedee
di K. Sia Jg l'insieme degli ideli « tali che ||, = 1 per ogni v & S; se Ji = Jg N Jk, J& &
aperto in Jj.

Il sottoinsieme:

Ji/Hs = J5/(J§NK*) = JeK*/K* C Ji/K*

¢ aperto in Jj/K*, dunque ¢ chiuso e percio compatto. Riprendiamo I'immersione logaritmica:

A Jg — (R+)S
a — (loglaals,. .., log|asls)

essa¢ continua e surgettiva, inoltre Ker(\) ¢ l'insieme delle radici di 1.

Per il lemma 3.1.14 esiste un numero finito di elementi n € Hg tali che % < Myly < 2 per ogni
v € S, quindi il gruppo A = A(Hg) e discreto.

D’altra parte, T' = A(J&) non ¢ altro che l'iperpiano z; + ... +z, = 0 in R®, cio¢ uno spazio
vettoriale di dimensione s — 1. Visto che T'/A & compatto, essendo I'immagine continua del
precedente J&/Hg, allora necessariamente A ¢ libero con s — 1 generatori.

Per il caso di un insieme S O S, generico, la dimostrazione e analoga considerando I'imme-
risione logaritimica A : Jg — R% x Z*7% dove sy ¢ il numero delle valutazioni archimedee di
K. m
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