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Introduzione

Questi appunti nascono durante il secondo semestre dell’anno accademico 2014/2015, periodo
nel quale io ho seguito il corso della professoressa Del Corso; seguono abbastanza fedelmente le
lezioni tenute dalla professoressa, e il testo di riferimento é il libro “Number Fields” di Marcus
(in particolare i primi 5 capitoli).

Gli esercizi presenti sono stati quasi tutti svolti in classe, e tutti sono presi dal libro di Marcus;
altri testi utilizzati (molto piti marginalmente) sono stati “Algebraic Theory of Numbers” di
Samuel, “Elementary and Analytic Theory of Algebraic Numbers” di Narkiewicz e “Introduc-
tion to Cyclotomic Fields” di Washington.

I paragrafi 6.4 e 6.5 sono gli unici non svolti in classe e contengono la risoluzione di alcuni
esercizi del Marcus che portano a una dimostrazione del teorema di Kronecker e Weber.
Avendo io stesso studiato su questi appunti, dovrebbero essere abbastanza sgombri da errori,
ma chiedo a chiunque usi questi appunti di segnalarmi qualsiasi tipo di errore presente, ad
esempio per mail (mezzedimi@mail.dm.unipi.it).

Questi appunti si trovano sulla mia pagina web http://poisson.phc.unipi.it/ "mezzedimi/.

Giacomo Mezzedimi



1 Richiami di teoria e prime definizioni

1.1 Richiami di teoria di Galois

Nel seguito siano K C F' campi.

Definizione 1.1.1. a € F'si dice algebrico su K se 3f(x) € K|[z|, f(z) # 0 tale che f(a) = 0.
f(z) si dice relazione di dipendenza algebrica di a.
F si dice algebrico su K se tutti gli o € F' sono algebrici su K.

Definizione 1.1.2. F'/K si dice finita se [F': K| < +00.

Osservazione. Estensione finita = algebrica. Il viceversa é falso in generale (ad esempio con

Q).

Peré estensione algebrica e finitamente generata = finita.

Definizione 1.1.3. « € F si dice separabile su K se p,(z) é separabile, cioé ha tutte radici
semplici in un campo spezzamento (ad esempio K).

Esempi. 1. char(K) = 0 = tutte le estensioni sono separabili.

2. K = F,» = ogni estensione finita di K ¢é separabile.

Dimostrazione. (po (), (tta(z))’) € K[z], ma pi,(z) é irriducibile, dunque se

(e, (1a(2))') £ 1, allora (i (), (t0(7))') = ra().
Ma deg ((1a(2))') < deg (ja (1)), dunque (s (2))' = 0.
Ma poiché i polinomi di Fy» che hanno derivata 0 sono tutti potenze p-esime, allora ji, ()
non é irriducibile, assurdo. O

Osservazione. K = T,(t), 2P —t € K[| é irriducibile (per il lemma di Gauss), e se @ € K tale
che a? =t = 2P —t = 2P — o = (x — )P, dunque « non é separabile.

Da ora in poi considereremo solo estensioni finite e separabili, per cui vale il teorema dell’ele-
mento primitivo.

Osservazione. Se F = K(a), data 0 : K — F, quanti sono gli omomorfismi ¢ : F — F che
estendono o, cio¢ pjx = o7
Sicuramente questi omomorfismi sono immersioni, poiché il dominio é un campo e Ker(y) é un
ideale.
Lo scopo non é altro che contare gli omomorfismi f : K[z] — F tali che Ker(f) = (ua()),
poiché:

L .7

(Ha(2))
Se f: K[z] — F é tale che f(k) = o(k) e f(z) = 3, allora:

fipla) = Zaiwi — Z o(a;)B8 = (op)(B),

dunque V3 € F, f é un ben definito omomorfismo di anelli.
Per passare al quoziente, si deve avere che f(un(x)) =0, cioé (opa)(8) = 0.
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Se 0 = id = f(pa(z)) = pa(8) = 0, cioé x deve essere mappato in una radice del polinomio
minimo di a.

Ma allora il numero di immersioni F' < F coincide con il numero di radici distinte di p,(7),
che a sua volta coincide con [K(«) : K] in quanto separabile.

Se 0 # id, la situazione sostanzialmente non cambia, poiché o(p,(z)) rimane un polinomio
irriducibile con deg (uq (7)) radici distinte.

Osservazione. Se F 5 L 5 K , abbiamo appena visto che esistono n estensioni dell’inclusione
K< FalL.

Analogamente esistono mn estensioni dell’inclusione K < F a F.

In particolare, se oy, . .., 0, sono le estensioni di L/K, Vi 37;,,...,7;, estensioni di o; a F' (che
dunque generano le mn immersioni di F/K).

Definizione 1.1.4. F/K si dice normale se Vo : F — F tale che g|x = id, ¢(F) = F.
Equivalentemente, F'/K é normale <= F é campo di spezzamento di u,(x) Vo € F.

Definizione 1.1.5. F/ K si dice di Galois se é normale e separabile. In questo caso si denota
Gal(F/K) :={yp: F = F|px = id} il gruppo di Galois.

Osservazione. Per quanto detto prima, | Gal(F/K)| = [F : K].

Osservazione. Q((,) é un’estensione di Galois con Gal(Q(¢,)/Q) = (Z/nZ)* abeliano, dunque
per la corrispondenza di Galois ogni estensione intermedia Q C E C Q((,) é di Galois su Q.
Inoltre si hanno le relazioni:

o Q(¢)Q(Cm) = QGn, Cm) = QCprym));
° Q(Cn) N Q(Cm) = @(g(n,m))-

Dimostrazione. Le due dimostrazioni sono analoghe; vediamo la prima.
2wib  27ia

L’inclusione D é ovvia; inoltre per Bezout (n,m) =d = an+bm =d = (%4 =en em =
2mwi(ant+bm) 271
[ nm = e [n,m] . D

Infine osserviamo che se m ¢é dispari, allora Q((,,) = Q((a,); inoltre, se m é pari, i Q((,,) sono
tutti distinti.

1.2 Richiami di algebra commutativa

Nel seguito indicheremo con A un anello commutativo con 1.

Definizione 1.2.1. Un A-modulo é una coppia (M, ¢), dove M é un gruppo abeliano e
¢ : A — End(M) tale che a — ¢, (moltiplicazione per a) é un omomorfismo di anelli.

Osservazioni. e K campo = un K-modulo é un K-spazio vettoriale.
e | C Aideale = I é un A-modulo.

e Aé Z-modulo <= A = G gruppo abeliano.
Infatti VG gruppo, é ben definito 'omomorfismo:

7Zx G — G
(m,g) — g+...+g
It



Osservazione. Nei moduli in generale non esiste una base; ad esempio Z/nZ come Z-modulo
non ha base, poiché tutti i suoi elementi sono di torsione.

Allo stesso modo, Z = (1) e Z = (2,3), e sono insiemi minimali di generatori, ma hanno
cardinalita diversa.

Definizione 1.2.2. Si dice che M é generato da S su A (e si scrive M = (S)4) se M =
{2?21 a;sila; € A, s; € S;n € N}.

Definizione 1.2.3. Un modulo M si dice finitamente generato su A se M = (s1,...,S,)4.
Osservazione. Se M é un A-modulo finitamente generato, M = (my, ..., my) 4, allora 'omo-
morfismo ¢ : A" — M tale che e; — m; é surgettivo e dunque M = KeA;Zp)'

Definizione 1.2.4. M A-modulo, z € M. Si definisce annullatore di = 'ideale Ann(z) =
{a € Alaz =0} C A.
Inoltre si definisce annullatore di M l'ideale Ann(M) = {a € Alam =0 Vm € M}.

Definizione 1.2.5. M A-modulo si dice fedele se Ann(M) = {0}.

Definizione 1.2.6. A C B anelli. a € B si dice intero su A se 3f € A[z] monico tale che

n—1

f(a) =0 (cioé a" + aja™ ™t + ...+ a, = 0 per certi ay, ..., a,, cioé a™ € (a" 1 ... 1)4).
Proposizione 1.2.1. A C B anelli, x € B. Sono fatti equivalenti:

1. x € intero su A

2. Alx] é un A-modulo finitamente generato

3. 3C anello tale che Alz] C C e C ¢é finitamente generato come A-modulo

4. AM Alz]-modulo fedele finitamente generato come A-modulo.
Dimostrazione. 1) = 2) Alx] = (1,..., 2" 1) 4.

2) = 3) Basta considerare C' = Alx].

3)=4) M = C va bene, poiché C' é un Alx]-modulo (in quanto contiene A[z] ed é un
A-modulo) e AnnaL)(C) = {a(z) € Alz]la(z) - ¢ = 0Ve € C} = {0}, poiché
leC=a(x)-1=0=a(x)=0.

4)=1) Sia¢: M — M € End(M)|m — xm la moltiplicazione per x (che é definita perché
M é un A[z]-modulo).
M ¢ finitamente generato su A, dunque M = (my, ..., ms); in particolare, ¢(m;)
Tm; =Y aim;.
Condidero la matrice (a;;); il suo polinomio caratteristico é t5+byt* 1 4. .. +bs = 0,
con b; € A perché le entrate della matrice stanno in A, da cui ¢*+b1¢* 1 +. ..+ b, =
0.
Dunque (2% + bijz* ' + ...+ b,)m = 0 Vm € M, ma M é fedele = z° + byx*~! +
...+ b, =0, cioé z é intero su A.

U

Corollario 1.2.2. A C B anelli. B € finitamente generato come A-modulo <= B =
Alxy, ..., x|, con x; intero su A Vi.

Dimostrazione. =) Se B = (x1,...,&p)a = B = Alxy, ..., z,)].
Inoltre x; € B Vi e B é un anello finitamente generato = per il punto 3) della precedente
proposizione si ha la tesi.



<) Procediamo per induzione su n.
Se n =1 la tesi segue per il punto 2) della precedente proposizione.
Se invece B’ = Alxy,...,x, 1], é finitamente generato su A per ipotesi induttiva e B =
B'[z,], ma z, é intero su A e dunque su B’ = B é finitamente generato su B’, che é
finitamente generato su A = ¢é finitamente generato su A (in quanto i generatori sono i
possibili prodotti dei due insiemi di generatori).
O

Definizione 1.2.7. A C B anelli. Si definisce chiusura integrale di A in B l'insieme
{z € B|x é intero su A}.

Corollario 1.2.3. La chiusura integrale é un anello (e dunque un sottoanello di B che contiene

A).

Dimostrazione. Siano x,y nella chiusura integrale, cioé z,y interi su A. Allora Alx,y] é un
A-modulo finitamente generato per il precedente corollario = per il punto 3) della proposizione
1.2.1 i suoi elementi sono interi su A (e dunque in particolare = + y e zy). O

Definizione 1.2.8. e B si dice intero su A se tutti i1 suoi elementi sono interi su A.

e A si dice integralmente chiuso in B se gli elementi interi di B sono tutti e soli gli
elementi di A.

e A dominio si dice integralmente chiuso se lo é nel suo campo delle frazioni.

Proposizione 1.2.4 (Transitivitd della dipendenza integrale). A C B C C' interi = C' € intero
su A.

Dimostrazione. « € C = 3by,...,b, € B tali che a” + bja™ '+ ... +b, = 0 = se B =
Alby, ..., by|, a é intero su B’, che é finitamente generato come A-algebra con elementi interi e
dunque ¢ finitamente generato come A-modulo.

D’altra parte B[] é finitamente generato su B’, poiché « é intero su B’ = B’[«a] é finitamente
generato come A-modulo = « é intero su A. O

Corollario 1.2.5. La chiusura integrale C' di A su B € integralmente chiusa su B.

Dimostrazione. o € B intero su C' é intero anche su A perché C é intero su A e vale la
proposizione precedente. O

Proposizione 1.2.6. A UFD = A integralmente chiuso.

Dimostrazione. Sia K il campo delle frazioni di A. o = g € K intero, 5,y € A, (8,7) = 1.
Jdai,...,a, € A tali che o + a1 '+ ... +a, = 0 = f:—z —i—alfz—: +...4+a, = 0 =
B+ a1y + .+ apy" =0 = 9|8, ma (v,3) =1, dunque v = 1. O

Osservazioni. 1. Z[\/5] é intero su Z e il suo campo delle frazioni é K = Q(v/5).
Pero6 non € integralmente chiuso, perché vedremo nella prossima sezione che la sua chiusura

integrale é O = Z[%g] 2 Z[V5].

2. Integralmente chiuso # UFD.
Infatti vedremo che Z[/—5] é integralmente chiuso, ma non é UFD perché (1+4+/—5)(1—
v/—b) = 2- 3 sono fattorizzazioni distinte di 6.

Proposizione 1.2.7. A dominio integralmente chiuso, K il suo campo delle frazioni.
a € K éintero su A <= p.(x) € Alx], con pi, polinomio minimo di o su K.



Dimostrazione. L’implicazione < é del tutto ovvia, dunque vediamo I’altra.

Se A ¢ la chiusura integrale di Ain K, e a € A, allora anche o(a) € AVo : K(a) — Ko, = id.
Infatti la stessa equazione di dipendenza intera di a vale anche per o(«), poiché o4 = id.
Dunque i (z) =[], (z — o(a)) € K[z] N Alz], ma K N A = A perché A é integralmente chiuso
= K[z] N Alz] = Alz]. O

Definizione 1.2.9. M A-modulo finitamente generato si dice libero se In|M = A™. n si dice
rango di M e si indica rk(M).

Osservazione. Ogni modulo libero di rango n ammette una base di n elementi.

Osservazione. In generale non é vero che ogni sottomodulo di un modulo libero ¢ libero.
Ad esempio A é libero su se stesso, ma se tutti i suoi sottomoduli, cioé i suoi ideali, fossero
liberi, avrebbero al pit un generatore, cioé A sarebbe un PID, che ¢ falso in generale.

Teorema 1.2.8. A PID, F A-modulo libero. Allora ogni sottomodulo M di F € libero e
rk(M) < rk(F).

Teorema 1.2.9. A PID, F' A-modulo libero e M un suo sottomodulo finitamente generato.
Allora 3 una base B di F su A, deq,...,e, € B, ai,...,a, € A tali che:

1. {areq, ..., ane,} € una A-base di M
2. ai|a,-+1 V4.
Inoltre (a1), ..., (a,) sono univocamente determinati.

Corollario 1.2.10 (Teorema di struttura per moduli finitamente generati su PID). M A-
modulo finitamente generato, A PID. Allora M = A" ® 2 @ ... ® (ail con a;la;yr Vi e gli

(a1) )’
a; sono univocamente determinati.

Dimostrazione. M finitamente generato = M = %, con F' A-modulo libero e R C F sottomo-
dulo. Ma allora R é libero ed 394 = {w1,...,wy,} base di F tale che {ajws,...,a,w,} é una
base diagonale di R, con n < m.

F=wA®...dw,Ae R=awA®...Pa,w,A implicano la tesi. O

1.3 Prime definizioni e proprieta

Definizione 1.3.1. Definiamo campo di numeri un’estensione finita (e quindi semplice) di
Q, cioé Q(«) con « algebrico su Q.

Esempi. 1. Q(v/m), con m € Z libero da quadrati; queste sono tutte e sole le estensioni
quadratiche di Q (e la lista non é ridondante).

Dimostrazione. Se K D Q, [K : Q] = 2, allora K = Q(«), con « radice di un polinomio
irriducibile di grado 2 con A non quadrato, cioé K = @(\/Z)

m pud essere libero da quadrati perché, se m = I?m’, allora Q(m) = Q(m/).

Infine posso supporre m € Z, poiché se m = %, Q(\/g) = Q(y/rs).

Vediamo infine che mn = r? <= Q(v/m) = Q(y/n), con m,n € Z liberi da quadrati:
=) ovvia

<) vVm e Q(vn) = m=a+pyn,a,beZ =m=a’+’n+2aB/n=af =0, ma
se 3 =0 = m ¢é un quadrato, assurdo, dunque o = 0 e /m = 3/n, cioé m = *n, cioé
mn = 3°n?. O

2. Le estensioni ciclotomiche Q((,).



Definizione 1.3.2. o € C (o meglio a € Q) si dice intero algebrico se 3f € Z[z] monico
tale che f(a) = 0.

Osservazione. « intero algebrico = « algebrico.

Definizione 1.3.3. A := {« € C|a é intero algebrico}.

Osservazione. A é un anello per il corollario 1.2.3.

Definizione 1.3.4. 0 := AN K, con K campo di numeri, é detto anello degli interi di K.

Osservazione. Ok € un anello, in quanto intersezione di anelli; inoltre é un dominio, in quanto
é contenuto in un campo.

Osservazione. In generale é falso che Q(a) NA = Z[a], ma affinché valga 'inclusione Q(a)NA D
Zla, é condizione necessaria che « sia un intero algebrico.
In realtd é anche condizione sufficiente, poiché Z C Ok, con K = Q(a), e o € O = O D Zla].

Proposizione 1.3.1. a € C algebrico su Q, K = Q(a). 3Id € Z tale che da é un intero
algebrico.

Dimostrazione. pi(z) € Q[x] polinomio minimo di «, p,(x) = ™ + a12™ 1 + ... + a,.
Sia d € Z tale che d - a; € Z Vi; allora d - po(z) € Z[z].

d" g (a) = d"a™ + (day)d" ™t + ..+ (d" ap_1)da + d"ag = f(da),

con f(x) monico e f(x) € Z[z].
Per avere la tesi basta osservare che Q(a) = Q(d«). O

Osservazione. Dunque tutti i campi di numeri sono del tipo Q(«), con « intero algebrico.
Dunque d’ora in poi considereremo ogni campo di numeri come Q(«), con « un intero algebrico.

Corollario 1.3.2. Se K = Q(«), il campo quoziente di Ok € K.

Dimostrazione. Ovviamente, posto L il campo quoziente di Ok, L C K, poiché K D Ok ed é
un campo.
Ma Z[a] C Ok, dunque K C L. O

Osservazione. Dunque Ok ¢ integralmente chiuso.
Proposizione 1.3.3. a € C € un intero algebrico <= puq(x) € Z[z].

Dimostrazione. <) ovvia

=) Per definizione 3f € Z[z] monico tale che f(a) = 0.

Sia f di grado minimo tra i polinomi con questa proprietd. Dico che f é irriducibile su Q (o su
Z); questo basterebbe per giungere alla tesi.

Se per assurdo f = gh in Q[z|, allora f = ¢’h' in Z[x] per il lemma di Gauss, e ¢, ' sono
monici a meno di moltiplicare per —1, poiché il termine di grado massimo di ¢’h’ é 1 e dunque
i termini di grado massimo di ¢’ e A’ stanno in Z* = {£1}.

0= f(a) = ¢ ()b (o), dunque ¢'(a) = 0V h'(«) = 0, assurdo, per la minimalitd del grado di
f. O

Osservazione. Op = QN A = Z, infatti a = = é un intero algebrico <= p4(7) =7 —a €
Zx] <= a € Z.



Proposizione 1.3.4. m € Z libero da quadrati. Allora:

Z]\/m] sem=2,3(4)

Z[Hg/r"] sem =1 (4)

awvmna-{

Dimostrazione. Sia a = a + by/m € Q(y/m) di grado 2, cioé b # 0. a € A < p,(x) € Zlx].
fa(t) = 2* =20z +a®> —b*m € Zlz] = a =%, (r,s) =1 e 2a € Z, cioé 5|2, cioé s € {1,2}.

Se s = 1, allora a € Z, dunque anche b*>m € Z. Ma m é libero da quadrati, dunque non pué
cancellare il denominatore di b, quindi b € Z.

Percié gli elementi di Z[y/m] sono interi e se s = 1 non ce ne sono altri.

Se invece s = 2, allora a = 7, percio, posto b = *:

r2  u? t2r? — dmau?

2 g2 _ _ 2),2 2 2
a _bm_z_t_Qm_TEZ = AT — dmau”.
Dunque:

P2 —dmu 2?20 (4),

a (r,2) = 1, dunque 2|¢t. Poniamo t = 2k.
£2r?t? — dmu® = 4u?m = 0 (4k?) = u?m = 0 (k?), ma m é libero da quadrati, dunque k?|u?,
cioé k|u.
Mab=ge(u2k)=1=k=1=1t=2
Vediamo se nel caso s = 2 la condizione ¢ = 2 é anche sufficiente:

r
2

ma (r,2) =1, (u,2)=1=m=1 (4).
Dunque, se m Z 1 (4), il caso s = 2 non da nuovi interi e quindi Ok = Z[/m].

Se m =1 (4), ci sono anche gli elementi del tipo § + §+/m, con r,u dispari, cioé r = 1 + 2,

w=1+2h= 5+ 3v/m =1+ hy/im + 2%, da cui O = 2[4, .

4r? — 4uPm
4.4

2 _ .2

o= —1—%\/%6@’K:>a2—62m: eL=1r"—u'm=04) <= r=u’m (4),

2 2

Esempi. Al variare di K fra i campi di numeri, la cardinalita degli invertibili di Ok pud essere
finita o infinita.

1. K = Q(v/—m), con m > 0. Allora, se m = 1, 05 = {x1,+i}, se m = 3, 0}, =
[£1, 255 sem #1,3, O = {+1}.

Dimostrazione. Sia —m = 2,3 (4). Ox = Z|\/—m| = se a € O}, a = a+ by/—m, e
16 € O} tale che aff = 1.
Prendendo la norma N = || - ||2, si ha:

N(aB) = N(a)N(B) = 1 = N(a) = a® + b*m|1l = a* + b*m = 1,

poiché é positivo.

Sem>1=b=0=>a==+1=a==1
Sem=1=d+0=1=a=+1,=0Va=0,b= =+l

Sia invece —m =1 (4). Ok :Z[@}.

a = a+ by/—m € O} = come prima dobbiamo risolvere a* + mb* = 1.
Oraa=%eb=14% conbdeZ=c+md =4

Sem>4=d=0=c==+2.

Sem=3=d=0,c=22Vd==l1, ¢c= =1 (sono le radici terze dell'unitd). O



2. K =Q(v/2). Allora 0% = 7 @ {+1}; in particolare |0%| = +o0.

Dimostrazione. Bisogna risolvere Pequazione a?—2b* = +1. o = 14++/2 la risolve, dunque
(1++/2)Y € O3 ¥y € Z e le potenze sono tutte distinte perché ||1 4+ v/2|| > 1.

Dico che ¢ € 0% = ¢ = +(1+v/2)7, v € Z (e avrei la tesi).

Se € # £1, considero £ > 1 (poiché altrimenti considererei € > 1); voglio vedere che non
é possibile che sia 1 <e <1+ V2.

5:x+y\/§,e -1 <e<1; ma:

{1<x+y\/§<1+\/§

=>0<22<2+V2=1=1,
—1<x—y\/§<1

poiché z,y € Z=¢c=1+yv2, mal<e<1++2 assurdo.
Se fosse £ # (1 ++/2)7 ¥y, allora 3k tale che (1 +v/2)F < e < (14 /2)F1.
Ma allora si avrebbe ¢ - (14+v/2)™% € 0%, 1 <e- (1 +2)7F < 1+ /2, assurdo. O
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2 Traccia, norma, discriminante e loro conseguenze

2.1 Traccia e norma

Definizione 2.1.1. Sia F'/K un’estensione separabile di grado n, e siano oy, ..., 0, le immer-
sioni di F//K. Si definisce traccia di F/K:

TI'F/KZ F — K
a — Y 0i(a)

e norma di F/K:
a — Jlioi(a)

Osservazione. A prima vista sembra che le precedenti applicazioni non siano ben definite, in
quanto a priori il codominio é F'; per questo ci viene in aiuto il seguente risultato:

Proposizione 2.1.1. Traccia e norma sono ben definite e, se K, F sono campi di numeri e
o€ Op = TI‘F/K<04),NF/K(()£) € Ok.

Dimostrazione. 11 caso F' = K (o) é particolarmente semplice, poiché Trg/ k() € Np/k(a) non
sono altro che il secondo e 1'ultimo coefficiente del polinomio minimo di «, e percié stanno in
K.

In generale, sia @ € F e L = K(a) C F, [L: K] = d|n; denotiamo con 7y, ..., 7, le immersioni
di L/K.

Allora Trp k(o) = Zle 7;(a) € K, per quanto visto nel primo caso.

Ma ogni 7; si estende a % immersioni di F'//K, e tramite queste immersioni o — 7;(), dunque:

Trp(a) = = (ma(@) + ...+ 7a(@)) = g Trpx(e) € K.

ISH IS

Analogamente Np/ k(o) = (NL/K(a))%.
Infine, se « € Op = o € Op N L = Oy, perci6 Trp/(a),Np/k(a) € Ok, in quanto pq(x) €

Proposizione 2.1.2. La traccia é K-lineare, cioé:
Trp/k (o + B) = Trp/x(a) + Trp/r(B) Vo,B € F
Trp/k(Aa) = A Trp/k (o) Vae F,A e K.
Invece la norma € moltiplicativa, cio€:
Np/k (o) = Np/k (o) Np/ (B) Vo, p € F
Np/k(Aa) = A" Np) g () Vae F,)\ € K.
Proposizione 2.1.3. K C FF C M campi. Allora:
Tryyx = Trpyg o Tryyp e Nk = Np/g oNpyyp

Dimostrazione. Siano oy, ..., 0, le immersioni di F//K; siano inoltre 7q,..., 7, le immersioni

di M/F. a € M.

Trp/i (Traye()) = Trpyx (Z Tj(a)> = Z%’ (Z Tj(@))
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Sia N la chiusura normale di M/K (cioé il composto dei coniugati di M) e siano ay,...,0,,
Ti,..., Ty estensioni delle o; e 7; a N. 0;,7; € Gal(N/K) Vi, j.
Dico che {g; o ﬁ}” sono mn elementi distinti su M in Gal(N/K) (cioé (d; o %})‘M al variare
di 4, j sono le immersioni di M/K).
Supponiamo (6} o Fj)‘M = (Eﬁo ﬂ)IM; allora, se F' = K(f3):
5.(7i(8) = n(7k(B) = 0i(B) = on(B),
—— \/,8_/
=3 =

poiché o; = 7;, 05, = o, su F.

Dunque le 0; coincidono su (3 oltre che su K, cioé coincidono su F' = ¢ = h, poiché su F sono
tutte distinte.

Quindi 0; = o0, ma essendo elementi del gruppo di Galois sono invertibili, percié TNJ-‘ v = ThlM =
T; = T, = J = k per lo stesso ragionamento precedente.

Allora:
Trasywe(@) = D (Gio Ti(a)) = D _Gi(7(a) = Z@( 7i(a) ) =
i\j ij i j
=Trp/p(@)EF
= Z UZ<TI'M/F(CM)) = TI"F/K(TI"M/F<04))
Per la norma il ragionamento é del tutto analogo. [

Lasciamo al lettore la dimostrazione di questo semplice fatto, che ci servird in seguito:

. . : F — F . . .
Esercizio. F'/K estensione, a € F, ¢, : . = aa Sia M, = [pa] la matrice associata a
¥a i una qualunque base. Allora Trp/k(a) = tr My e Np/g(a) = det M,,.

(Suggerimento: si lavori prima con una base del tipo {1,c,...,a" '}, Poi si consideri F D

K(a) 2 K e si crei una base di F/K del tipo {a'b;}, i = 0,....,d—1, j =1,...,%. Allora
Tre/x(a) = S(o1(a) + ... +o4(a)) = tr(Ma).)

Osservazione. o € Og. Allora o € 0F, <= Ngjg(a) = £1.

Dimostrazione. =) 3 tale che aff =1 = N /g(a) Ngjg(B) = 1, ma a é intero = Ny g(a) €
Zx = {£1}.

<) Ngpola) =11, 0(a) = -], 40(a) = £1.
Se 8 = H(j#da(a), B = :I:é € K perché inverso di un elemento di K; ma 8 € A, poiché
« intero = o(«) intero Vo = f € KNA = Ok.
O

Osservazione. Ok é un anello che contiene Z, dunque é uno Z-modulo, cioé un gruppo abeliano.

Definizione 2.1.2. GG gruppo, K campo. Si definisce carattere di G in K un omomorfismo
x:G— K*.

Osservazione. E ben definita la somma di due caratteri, poiché si sfrutta la somma definita su
K. Per6 in generale la somma di due caratteri non é un carattere.

Teorema 2.1.4 (di indipendenza dei caratteri di Artin). Caratteri distinti sono linearmente
indipendenti su K (o su un qualunque campo D K ).
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Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che Jxq, ..., x, caratteri distinti linearmente dipen-
denti, cioé a;xy + ...+ apxn = 0. Suppongo n minimo con questa proprieta (e dunque a; # 0
Vi, altrimenti lo potrei togliere).

Allora Vg € G, a1x1(9) + . ..+ anxn(g) = 0. Sia h € G tale che x1(h) # x2(h), che esiste perché
X1 # x2. Allora:

0 =aix1(gh) + ...+ anxn(gh) = a1x1(9)x1(h) + . .. + anXn(9)xn(h)-

Moltiplicando la relazione di dipendenza lineare per y;(h) si ha:

0=axi(9)x1(h) + ...+ anxn(g)Xx1(h).

Sottraendo le due equazioni:

az(xa2(h) — x1(h))x2(9) + ... + an(xn(h) — x1(h))xn(9) =0 Vg € G,

assurdo, poiché ho ottenuto una combinazione lineare non nulla (in quanto x2(h) — x1(h) # 0)
di lunghezza < n. [

Corollario 2.1.5. L/K separabile = Trp/x : L — K € surgettiva (in realtd vale anche il
viceversa,).

Dimostrazione. Trp i ¢ K-lineare fra due K-spazi vettoriali, e il codominio ha dimensione 1
su K, dunque Try /k é surgettiva <= ¢ non nulla.
Try k= Z?zl 0;, e 0; : L — K é iniettiva, dunque la posso restringere a o; : L* — K* Vi;

ma allora i o; sono caratteri distinti e la tesi segue per il teorema precedente. O
_ LxL — K PR , L
Osservazione. é bilineare e non degenere (perché I'applicazione v, :

(z,y) — Trp/x(xy)
L — K

non é mai nulla per il corollario precedente).
y — Trpr(zy) P P )

Dunque esiste una base duale:

¢: L — L=Hom(L,K)
r — (e

¢ lineare e iniettiva perché 'applicazione bilineare é non degenere (e quindi surgettiva per
dimensione).

Corollario 2.1.6. ¢ : L — L éun 1somorfismo di K-spazi vettoriali.

Osservazione. Sia oy, ..., q, una K-base di L. Sia fi,..., f, la sua base duale (cioé f; € E,
fileg) = di5).

Queste f; sono tracce, perché ¢ é surgettiva = Vi 35; € L|f; = g,.

B1, ..., Bn sono linearmente indipendenti, poiché hanno immagini linearmente indipendenti.

Definizione 2.1.3. Secondo la notazione precedente, {f,...,5,} base di L si chiama base
duale di {ay,...,a,} e ha la proprietd che Trp,x(a; ;) = 0y

Teorema 2.1.7 (Struttura additiva di Ok). [K : Q] =n. Ok € uno Z-modulo libero di rango
n.

Dimostrazione. Sicuramente Ok é uno Z-modulo.
Se troviamo A, B gruppi abeliani liberi di rango n tali che A C 0k C B, avremmo la tesi.
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A) Ja € K tale che K = Q(«). Posso supporre che o € 0.
Zla) C Ok. Dico che A = Z|a] va bene.
{1,a,...,a™ '} sono i generatori su Z di Z[a] e sono indipendenti su Q, cioé su Z, dunque
sono una base e rk(Z[a]) = n.

B) Sia {a1,...,a,} una Q-base di K, con o; € Ok Vi. Sia {51, ..., .} la base duale.
Dico che, se B = (01, ..., 0n)z, Ox C B (e ovviamente rk(B) = n).
Sia o € Og. o=, x;/3;, con x; € Q. Voglio vedere che z; € Z.
Ok 2 aoy =y, x;f;a;. Applicando la traccia:

7> TrK/Q aoy) sz Trg/q (Bicy)) Zml- i =x; V7.

[
Definizione 2.1.4. Si definisce base intera di K/Q una Z-base di Ok.
Osservazione. {aq,...,a,} base intera, cioé Ok = (aq,...,an)z = K = (ai,...,a,)0 (ma
ovviamente non é vero il viceversa).
Osservazione. Z C F C K. In generale O non é libero su Op.
Inoltre in generale & non é PID.
2.2 Discriminante
Nel seguito denoteremo con F'/ K un’estensione di campi di numeri, [F' : K| = n,econoy,...,0,
le immersioni di F//K.
Definizione 2.2.1. «q,...,a, € F. Definiamo discriminante di aq, ..., «a,
diSCF/K(Oél, . ,Oén) = det (O’i(Oéj>>2.
Teorema 2.2.1. discp/k (o1, ..., 0y) = det (TrF/K(aiaj)).
In particolare, discp/k(aq,...,0n) € K e se aj € Op Vj = discp/k(aq, ..., o) € Ok.
Dimostrazione. discp/k (o, ..., a,) = det (0;(cy;))? = det (t(ai(ozj))) -det (0;(ej)) =

t

det (*(o4(aj))(04(rj))) = det (Trp/k (az0)). O
Teorema 2.2.2. discp/(a1,...,0,) =0 <= ai,...,q, sono linearmente dipendenti su K.
Dimostrazione. Poiché le o; sono iniettive, det (0;(ej)) = 0 <= 3Fay,...,a, non tutti nulli
tali che } . a;joi(a;) Vi <= az(z aja;) =0 Vi < > aje; = 0. O

Teorema 2.2.3. F = K(«). Allora, se o (x) € il polinomio minimo di :

: n— n(n=1)
discr/r (1, o, ..., 0" 1) = H (05(a) —o(@))® = (=1) 2 Np/g(un(a)).
1<r<s<n
Dimostrazione. Per definizione di discriminante:
1 o(a) ... o)™ ?
1 oy(a) ... oy(a)™ !
discp/r (1, ..., ") =det | . 2? ) 2{ ) = H (os(a) — on(a))?,

: : : 1<r<s<n

1 op(a) ... op(a)"!
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poiché é una matrice di Vandermonde.
Ora:

[ (o.(@) = o) =] (ou(a) — or(a)) - (~1) ),

1<r<s<n r#s

poiché (g) ¢ il numero di scambi di segno che vengono fatti.
Poiché pa () = [[iL, (v — oi(a)) = p,(v) = 270, Hj;éi (z — 0j(a)), dunque:

NF/K ,ua HO'I Ma H HH Ol - UJ ) H (UT(a) - O'S(Oé))7

=1 j#l r#£s
da cui la tesi. O

FEsempi. Vediamo alcuni esempi nel caso delle estensioni ciclotomiche.

1. meZ K=Q(©n), [K:Q=d¢m). {1,(n,..., 5" "} é una Q-base di K. Denotiamo
discr/g(Gn) = disckg(L, G, - - - C{ﬁ(m)_l).

Per quanto appena visto, discx /q(¢n) = (—1)
minimo di (.

Ora:

n(n— l)

Ni/o(1' (Gn)), dove p(x) é il polinomio

™ — 1= p(x)g(z) = ma™ " = i (z)g(x) + p(2)g' () = mr " = 1/ (Gn)g(Cn) =
= Nisg(m) Nijg(m)™ ™ = Ny (1 (Gm)) Ny (9(Gm))-

MaNK/Q( m) = me(m )eNK/@(gm) +1, poiché é un’unita, dunque NK/Q( ’(Cm))NK/Q( (Cn)) =

+m?™ da cui Ng g1/ (n))|m®™ (poiché N o(g(¢n)) € Z in quanto g(¢,) é un intero
in K).

2. Se m = p*, con p primo, allora Ny q(p "(Cn))|[pF*®") | cioé é una potenza di p.

3. Sem = p primo, ¥ —1 = pu(z)(x—1) = ph~" = 1'(¢:) (G — 1) = Nryo(1'(G)) Nrsa (G —
1) = p?® = pr=1 (poiché Nk/o(¢p) = 1 in quanto ¢ il termine noto del suo polinomio
minimo).

Il polinomio minimo di ¢, — 1 si trova per traslazione da i, ():

phe,—1(x) = pe,(x 4+ 1) = (x + P e+ (4 1)+ 1= xq(x) +p,

dunque Ngg((—1) = p. Maallora Ny/q(1/'(¢,)) = pP~2, da cui disck/g(¢,) = (—1)
(=) 7 pr2.
Osservazione. o = {aq,...,an}t, B={01,...,0,} basidi F/K. Vi, §; = Z?:l a;jo, cioé IM

ay B1
taleche]\/[( : ) = < : )
Qn Bn

discp/r(ar, ..., a,) = det (S(a))?, dove B(a) = (0(ay)).

Analogamente, discr/k (31, ..., 5,) = det (X(8))*.

Y(B) = M - X(a), dunque det (3(8))? = det (M) det (X(a))?

Se o/ e 2 sono basi intere, allora M € M(n,Z), ma M é invertibile, poiché posso scrivere gli
a; come combinazione lineare dei f3;, percié det (M) € Z* = {£1}, cioé det (M)? = 1.

Quindi discp/k (a1, ...,0n) = discp/x(B1, ..., B,). In conclusione, il discriminante di K/Q di
una base intera é un invariante di K; denotiamo dunque disc(K') := disck g(as, ..., o), con
{ai,...,a,} base intera di K/Q.
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Esempio. K = Q(y/m), con m libero da quadrati. Allora:

dm sem = 2,3 (4)

m sem=1(4)

disc(K) = {

Infatti le immersioni di K/Q sono y/m — +4/m, da cui:

oym
det( ) =4m sem=2,3(4)
disc(K) = L —vm

| Levm)®
det . m | =mo osem=1(4)

2

Osservazione. Se' Y C X C K, con X,Y Z-moduli di rango n = [K : Q|, I{xy,...,z,} Z-base
di X, Jay,...,a, € Z tali che {ayz1,...,a,2,} é Z-base di Y.

al 1 a1y
Se M = ( ), M( : ) = ( : ) e det (M)* = (a; - ... - a,)*. Notiamo che £ é un

Ty anTn

: X ~ _ 11ZB..0TnZ  ~ X
gruppo abeliano e § = 28Ol = 7 /0,7, @ ... @ L]a,Z, da cui || =

Poiché disc(Y) = disc(ay a1, . . ., apxy,) = det (M)? disc(xy, . .., x,,) = disc(X), concludiamo che:
disc(Y) = [X : Y2 disc(X).

Corollario 2.2.4. K = Q(«), « intero. Allora:
2

o
disc(ar) = 'TZ] disc(Ok).
Definizione 2.2.2. K = Q(«), « intero. Si definisce indice di «, ind(« |Z[a]
Osservazione. Se disc(a) é libero da quadrati, allora ind( ) =1, cioé Z|« ] = Ok.
Osservazione. ind(a) ¢ finito, dunque gli elementi di % 773 hanno ordine divisore di ind(a); in
altre parole, ind(a) - g{K =0, cioé ind(a) - Ok C Zl« ]
Dunque:
1
Ok C La,...,a" Y.
K = iIKi(C¥)< y & , O >Z
Osservazione. Sia dato il diagramma di estensioni di campi:
LK
L mn K
A
Q

Allora segue che L N K = Q, poiché se si avesse un’intersezione piu grande, si avrebbe che
[LK : K] < m. (Il viceversa ¢é falso; un controesempio pué essere:

Q(¢s, V2)

N

QV2) 6  QV2)
N A
Q
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in quanto Q(¢s3v/2) N Q(v/2) = Q.) Supponiamo che &y, = {v1,...,v,,} sia una Q-base di L e
che By = {wy,...,w,} sia una Q-base di K. Allora %, é una K-base di LK.

Dimostrazione. L = (vy,...,vm)0 = L C (vy,...,vm)k € LK.

K C (vy,...,vm)K, poiché 1 € (vy,...,vm)q C (v1,...,0m)K; inoltre (vy,...,v,)k € un anello
poiché Vi, j, v; + v;,v,0; € (V1,..., V) C (V1,...,Un) K.
Ma lanello (vy, ..., v,)k contiene L e K, quindi contiene LK, cioé (v, ..., vpm)x 2 LK. O

Di conseguenza A = {v,w;}i<i<m é una Q-base di LK.
1<j<n
Inoltre, se A1 e Bk sono basi intere, Bk é base intera di OO0k C Ok (in generale OOk ;Ct
OLk; si veda l'esempio seguente).
Infatti gli elementi di %1k sono indipendenti e generano, in quanto 00y = {Z YaPb|Va €

OL,py € Ok }.

Esempio. Nelle notazioni precedenti, A e Xk basi intere A A base intera.

Sia L = Q(v3), K = Q(v7). LK = Q(V3)Q(v7) = Q(v3 + V/T), poiché le immersioni di
LK /Q mappano V3+V7T = +V3+ \/7, che sono distinti e dunque V3++/7ha grado 4 su Q.
3,7 =3 (4), dunque 0;, = Z[V3] e Ox = Z[\/T]; ma allora 0,0k = Z|V3|Z[VT] S OLk, in

quanto \/gg\ﬁ ¢ 0,0k, ma \/gg\ﬁ € Opk perché x* — 52% + 1 é il suo polinomio minimo.

Teorema 2.2.5. Consideriamo il diagramma di estensioni di campi:

LK

VR

L  mn K
Q

Sia {o,} una Z-base di Ok e sia {f;} una Z-base di Oy,.
Detto d = (disc(K), disc(L)), si ha che Ok C $0,0k.

Dimostrazione. Per le osservazioni precedenti, {«;3;} é una Q-base di LK, dunque a € O =
a= Z” i35, con m;; € Z e 1 pin piccolo possibile. In particolare, ged (r, ged (my;)) = 1.
Se dimostro che r|d ho la tesi. Equivalentemente, posso dimostrare che r|dx := disc(K) e
r|dy, := disc(L).

Poniamo z; = Zj =23 e Ly allora a = ), z0.

Evidentemente r|dy <= dgx; € Op, poiché r é stato preso minimo.

Siano o4, ..., 0, le immersioni di K/Q e o1,...,0, le immersioni di LK/L. 0;x # c?le Vi # §,
in quanto se coincidessero su K, coinciderebbero su LK perché o, = id Vi.

Dunque rinumero le ¢; in modo che oy = 0; Vi.

gi(a) = >, x0(0;) = >, x05(a;) Vj, quindi ho un sistema di n equazioni in n incognite
associato alla matrice

0'1(061) Ul(Oén)
M =

on(ar) ... on(an)
del discriminante, percié det (M) = 4, con §? = dk.
Risolvendo con Cramer, x; = w, con M; a entrate intere, poiché gli «; sono interi e i
coniugati di elementi interi sono interi, dunque x; = %, Bi, 0 € A.
Ora dgx; = 6°x; = 63; € A, ma dxz; € L = dgx; € 0.
Mostrare che r|dy, é del tutto analogo. ]
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Teorema 2.2.6. Q((,,,) NA = Z[(,]

Dimostrazione. Poniamo ¢ = (,,, K = Q(().
Trattiamo prima il caso m = p'.
Innanzitutto notiamo che Ng/g(1 — () =[] =1 (1 — C*) = p; infatti:

o) = ey = () e () = T e

1—1
w1 (kp)=1

dunque H(k,p):1 (1=¢*) =puc(1) =p.

Visto che Ok 2O Z[(] = Z[1 — (], lavoriamo con quest’ultima; vorremmo dimostrare che 0k C
Z[1 — (]. Poniamo n = ¢(p').

d = disc(1 — ¢) = disc(¢) = p', poiché basi intere dello stesso Z-modulo hanno lo stesso
discriminante; sappiamo che Z[1 — ¢] C Ok C 1Z[1 — (] (in quanto ind(¢)|disc(¢)), dunque
Va € O, o = Tatm(=0+ +m"(1fon_1, con m; € Z.

Se per assurdo Ok 2 Z[1 — (] = Ja € Ok, o ¢ Z[1 — (], cioé nella scrittura precedente di a,
la massima potenza di p che divide il numeratore é s < t.

Dunque moltiplico o per p*~!, dove v =t — s e gli tolgo gli addendi che stanno in Z[1 — (],

ottenendo = mi(1=Q)" b (1= (dove gli m; non sono necessariamente uguali a quelli di

p
a).
Per costruzione, € Ok, ma 8 ¢ Z[1 — (]; in particolare p { m;.
Sicuramente Vk > 1 (1 — ¢)|(1 — ¢*) in Z[1 — (], e quindi per I'osservazione iniziale:

p=(-0" [ =S =L _ezn-q

1— 11—
(b1 ¢ (1-9
Poiché i < n, ) e C) € Z[1 — (], dunque:
p my;
Ok > - = +r(1—(),
€Z[1—(]

m,
da cui ¢ € Ok.

Ma allora:

¢

Ngi(l=¢)  »p’
assurdo, perché p tm;.
Passiamo ora al caso generale: procediamo per induzione II su m, essendo il caso m = 2 del
tutto ovvio.
Sem > 2, m— P’ gid visto .
mimy con (my,mg) =1
Se K; =Q((m,), 1 =1,2, e K = Q((n), allora Ok, = Z[(y,], i = 1,2 per ipotesi induttiva.
Se d; = disc(K;), i = 1,2, d = (dy,dy), allora Ok, O, C Ok C éﬁKlﬁKQ; osservo che d = 1,
infatti d;|m?™) e (mq,my) = 1.
Ma allora Ok = Z[(m,)Z[Cm,) = Z[(n) (I'ultima uguaglianza si dimostra con Bezout in analogia

a Q(grm)Q(sz) = Q(Cm» [
Enunciamo il seguente teorema senza dimostrazione, che ci potré essere utile:

Teorema 2.2.7. K Q(«a), a intero. Allora esiste una base intera di K della forma
{1,%{1),... fni(a) } dove fi(x) € Z[x] monico, deg(f;) = i Vi, con dy|...|dn,—1 tali che
dl'...-dn,l—[ﬁK Z]a]].

Inoltre i d; sono univocamente determinati.

18



Il seguente risultato, di capitale importanza nella teoria dei numeri globale, viene enunciato
senza dimostrazione, che non pud essere affrontata a questo livello:

Teorema 2.2.8 (di Kronecker-Weber). Ogni estensione abeliana di Q € contenuta in un’esten-
stone ciclotomica.

Affrontiamo perd come esercizio un caso molto particolare del teorema di Kronecker-Weber,
quello delle estensioni quadratiche:

Esercizio. Ogni estensione quadratica di Q € contenuta in un’estensione ciclotomica.

Dimostrazione. K = Q(y/m), con m libero da quadrati.

Dimostro che Q(y/m) C Q({y), dove d = disc(Q(y/m)), cioé d = {

Vediamo innanzitutto il caso m = p primo.
Per il teorema precedente, {1,(,,..., (2"} é una base intera di K, ma VEpr2 = /disc((,) €
K, dacul /£p € K se p==£1 (4).

dm sem=2,3 (4)

m sem=1 (4)

Passiamo ora al caso generale: notiamo che, se p; =1 (4), ¢; = —1 (4):
_— tp1c e Pa i@y sem=1,3 (4)
201 par i gy sem =2 (4)

Se m =1 (4), voglio vedere che Q(v/m) C Q(().

m==4pr-... Da- @ @p=p1-Da(—q1) ... (—q), poiché b pari < m > 0,
dunque v/m = \/p1- ... \/Pa V=0 - V=@ € Q((n), poiché \/p; € Q(¢,) € Q(Gn) €
V=T € Q) € Q).

Se m = 3 (4), voglio vedere che Q(y/m) C Q({um)-

Ma i € Q(Cllm) e \/m = Z\/E € Q(Cm) - Q(Cllm)? qUIHdl \/ﬁ = _lm € Q(Cllm)

Se m =2 (4), voglio vedere che Q(y/m) C Q((4m)-

8|4m, quindi 1, V2 e Q(C4m); ragionando come nel caso precedente, ci si riconduce al primo
caso e si ottiene la tesi.

(Si pué notare che, se d < disc(Q(()), in generale non é vero che \/m € Q((4).) O

Esercizio. Q(¢, + () NA = Z[C, + ().

Dimostrazione. Scriveremo per semplicita ¢ = (,,.

Q(¢)
2 [Q(C) : F] = 2, infatti [Q(¢) : F] > 2 in quanto F C R, e [Q(() :
QC+0) = F ?][x? 2 in quanto ¢ si annullain (z—¢)(z—() = 22— ((+ )z +1 €
¢(n)
2
Q

{1, CH+C ., (CH+ Z)@’l} é una Q-base di F' (si vede che sono indipendenti sviluppando le
potenze e usando che { = (71).

Se per assurdo Op 2 Z[¢ + (], Ja € Op\Z[( + (], o = ag + a1(C + ) + ... + an(¢ + )V, con
N<# g
Scelgo o in modo che ay ¢ Z; ma allora, sfruttando il fatto che { = ¢, si ha:
Op 36 =Ca=ay+r(() +an™".
~~
€Q(]
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B € O é scritto in termini della Z-base {1,¢,...,¢?™ =1} di Z[(], poiché 2N < ¢(n) — 2 <
¢(n) — 1, dunque i coefficienti stanno in Z, assurdo. O

Proposizione 2.2.9. K = Q(«), « intero, u.(x) € Z|x] polinomio minimo di c.
Supponiamo che p, sia p-Eisenstein (cioé di Fisenstein rispetto al primo p); allora p 1 ‘%‘ =
indg ().

Dimostrazione. jio(r) = 2" + a2t + ... + ap, cioé " + a0+ ... +a, = 0.
Inoltre pla; Vi, ma p*{a, = NK/Q( «); allora ﬂ € Z[o] C Ok.
Se per assurdo p|indg (o) = 3¢ € Z[ 5 di ordlne p, cioé 3¢ € Ok \Z|a] tale che pé € Zla].

€= %(bo +bia+...+b,_1a™1), con non tuttiib; =0 (p) (altrimenti & € Z[a]).

bjaj+,..+bn_1a"’1
p

A meno di sottrarre elementi € Z[a], scrivo £ =
indice tale che p 1t b;).
Sia § = 42U~ = on-1ig — = 1(0) € Oic; pf € Zla],

€Zla]
Nikso(PB) = p" Nkjo(B) e Nijo(ph) = Nijg(bja™ ') = b7 Nk ()", ma Ng/g(B) ¢ intero,
dunque b7 N(a)" ' =0 (p").
Ma b; € (Z/pZ)*, quindi N(a)"" ' =0 (p"), cioé p"| N(a)" !, assurdo perché p* { a,. O

,con p{b; (cioé j é il primo

Osservazione. La precedente proposizione é molto utile, poiché, sapendo che disc(a | Zlo] } disc(K
permette di decidere quali primi di disc(«) passano nella fattorizzazione di dlSC(K ).

Esercizio (Marcus, n° 41, pag. 49). K = Q(/m), m libero da cubi, m = ab?, (a,b) = 1.
Posso supporre che 3|m = 3|a a meno di scambiare m con m' = a®b (e Q(/m) = Q(v/m/)).
Allora:

—3a%?  sem=41 (9)

disc(K) =
isc(K) {—27a2b2 se3lmvVm# =+l (9)

Dimostrazione. Sia « tale che o = m.

disc(a) = — Ng o1/ (@) = — Ngjg(3a?) = =3’m? = —27a%b*. Vpla, 2* — ab® é p-Eisenstein
= pt| 25|, cioé a?| dise(K).
Inoltre 3| disc(K), poiché il fattore |Z[ 7| contiene solo quadrati.

Analogamente a prima, se al posto di m uso m/, e 83 = m' = a®b (cioé B = O‘T) disc(B) =
—27a*? e il polinomio x* — a?b é p-Eisenstein Vp\b dunque b?| disc(K).

Riassumendo, si ha che dlsC(K ) = —3a?V? o disc(K) = —27a?b>.

Se 3|m = 3\(1 = 31 ‘Za]‘ = disc(K) = —27a%*h* e {1,a, 3} é una base intera, con 3 = %2, in

quanto disc(1, o, B) = 5 disc(a) = —27a?b?.

Se invece 3t m, e m # j:l (9), sia v = v —m; il polinomio minimo di v, () = pa(r+m) =

(x +m)® —m = 2® + 32 + 3zm? + m® — m é 3-Eisenstein, dunque disc(K) = —27a?b%.

Inoltre {1, «, 5} é una base intera.

. 2 sy 2 2 142 2 2
Sem = +1 (9)7 gia d = lia%; § € Ok, poiché 52 = lta +ma:t92a:t2m+2a _ (= m)+(:|:9+m)a+3a _

30 + 2k & ka, dove m = 1 + 9k, dunque 62 — 35 é un intero e percié § é un intero.
Le immersioni di K/Q sono a — «(§, e =0, 1,2, quindi:

1 8 ﬁ%%Q . 1 3 1+a+a? 2
disc(1,3,0) =det | 1 (36 = | = cdet [0 (GF-1)8 (G—Da+(G—1)a? | =
1 (3 HeGte’s 0 (-1 (G-Dat(¢—1)

3

(G~ 1708~ (G- 17a8) = (T 60 - &) = -3,

QO =



da cui necessariamente {1, 3,0} é una base intera e disc(K) = —3a?b?. In alternativa si poteva
calcolare disc(1, 3, 0) come det (M) disc(e) con M matrice del cambiamento di base:

10 3
M=10 0 +3],
1
05 3
da cui det (M)? = 5z = disc(1, 5, 0) = —3a?b?. O

Esercizio (Criterio di Stickelberger). K campo di numeri. Allora disc(K) =0,1 (4).

Dimostrazione. Sia {aq,...,a,} una base intera di K e siano o7, ..., 0, le immersioni di K/Q.
Sappiamo che disc(K) = det (o;(a;))>.

det (0;(cj)) Z Hom a;) Z Haﬂ(l a;) =P — N.

TEA, i=1 TESH\ Ay =1

Visto che (P — N)? = (P+ N)?—4PN, per avere la tesi mi basta mostrare che P+ N, PN € Z.
Sicuramente P + N, PN € A. Vediamo che stanno in Q.

Sia L = K la chiusura normale. Mi basta vedere che ¢(P + N) = P+ N e ¢(PN) = PN
Vo € Gal(L/Q). Sia dunque ¢ € Gal(L/Q).

0;(K) C L Vi, poiché o; si estende a g; in L tale che 7;(L) = L; ma allora Vi, poo; : K — C é
un’immersione di K/Q, diciamo o,¢;. 7:{1,...,n} — {1,...,n} é dunque una permutazione.
Distinguiamo due casi:

€A, 7(A) = A, e 7(S,\A,) = S, \ A, dunque:

=¢ (Z Haﬂ’(i)(az ) Z H¢O O (d) (a;) = Z Hgﬂ(i)(ai) -

WeAn =1 WeAn = ]- WET(An):An =1
=0 rom(i)

Analogamente ¢(N) = N.

7 ¢ A,: 1l caso é sostanzialmente analogo al precedente perché 7(A,) = S,\A, e 7(S,,\A,,) =
quindi con calcoli simili viene che ¢p(P) = N e ¢(N) = P.
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3 Fattorizzazione di ideali primi in estensioni di campi

3.1 Domini di Dedekind

Definizione 3.1.1. M A-modulo si dice noetheriano se verifica le seguenti condizioni equi-
valenti:

1. Ogni famiglia non vuota di sottomoduli di M ammette un elemento massimale
2. Ogni catena ascendente di sottomoduli di M ¢ stazionaria
3. Ogni sottomodulo di M ¢ finitamente generato.

Definizione 3.1.2. A anello si dice noetheriano se lo é come A-modulo.

Esempio. A = K[z1,x9,...] non é un anello noetheriano poiché (x1,zs,...) non é finitamente
generato.

Definizione 3.1.3. Un dominio di Dedekind R é un dominio d’integrita tale che:
1. E noetheriano

2. Ogni ideale primo non nullo é massimale (ed esiste un ideale primo non nullo); in altre
parole dim(R) =1

3. B integralmente chiuso nel suo campo delle frazioni.
Proposizione 3.1.1. R PID = R dominio di Dedekind.

Dimostrazione. Sicuramente é noetheriano, ogni ideale primo é massimale e PID = UFD =
integralmente chiuso. O

Lemma 3.1.2. (0) # [ C O = |ﬁTK‘ < +00. Dunque ogni ideale di Ok € uno Z-modulo
libero di rango n.

Dimostrazione. 0 # o € I. Ngg(a) = aff per un certo 8 € A (poiché é prodotto di coniugati
di un elemento algebrico).
Ngjgla)=meZ=p="cK=5cANK=0k=>m=af cl.

Allora (m) C I C Ok e }gﬂ—fﬂ = m", poiché {z1,...,x,} Z-base di Ox = {mzy,...,mz,}
Z-base di (m).
Dunque per la formula delle torri [0k : I|[I : (m)] = [Ok : (m)] =m™, da cui [Ok : I||m™. O

Teorema 3.1.3. [K : Q] =n = Ok = KNA € un dominio di Dedekind.

Dimostrazione. Ovviamente é un dominio in quanto sottoinsieme di un campo. Dimostriamo
le tre condizioni:

1. Sia I C Ok ideale. Ok é uno Z-modulo libero di rango n, Z é PID, quindi I é uno
Z-modulo libero di rango < n, cioé I = (1, ...,xx)z, cioé [ = (x1,...,Tk).

2. Sia (0) # P C Ok primo. ﬁTK ¢ un dominio, ma per il lemma é finito, dunque é un campo.

3. Gia visto.

]

Lemma 3.1.4. A dominio noetheriano. Ogni ideale non nullo di A contiene un prodotto di
ideale prima.
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Dimostrazione. Sia F = {(0) # I & A|I non contiene un prodotto di primi}. Se per assurdo
F # 0, 3J C F elemento massimale per noetherianité.

J non é primo (altrimenti conterrebbe se stesso primo), quindi 3x,y € A tali che zy € J ma
z,y & J.

J+@),J+ W) 2J=>J+@),J+y)¢F=>J+@)2P-...-PeJ+(y) 2Q1-...-Q
ideali primi.

Ma questo ¢ assurdo, poiché J = J + (zy) 2 (J+ (2))(J+ W) 2P -...-P-Q1-...- Q. O

Definizione 3.1.4. A dominio, K = K(A) campo delle frazioni. Un A-modulo I C K si dice
ideale frazionario se 30 # d € A tale che dI C A (o equivalentemente / C 1 A).

Proposizione 3.1.5. [ C K finitamente generato come A-modulo = I € ideale frazionario.

ai

Dimostrazione. Se I = <H’ . Z—:>A, d="by-... b, mid4 la tesi. ]

Proposizione 3.1.6. A noetheriano, I ideale frazionario di A = I € finitamente generato.

Dimostrazione. 3d per cui dI é finitamente generato per noetherianitd da {zy,...,xx}; ma
allora [ = (%,... %), O

Osservazione. I, J ideali frazionari di A = I.J é ideale frazionario di A.
Infatti al C A, bJ C A= ablJ C A.

Definizione 3.1.5. A dominio, K = K(A), I # (0) ideale frazionario. Definiamo inverso di
I Vinsieme 7! = {z € K|zl C A}.

Lemma 3.1.7. I~! ¢ un A-modulo.
Dimostrazione. Se x,y € 71 e A € A, evidentemente z +y € I"1 e \x € [71. O
Proposizione 3.1.8. o JIT1CA
o [~! ¢ un ideale frazionario di A
o I,J ideali frazionari di A elJ=A=J=1"1el=J"1
Dimostrazione. e Ovvio
e 7' éun A-moduloese 0 #£ac I, al™! C A.

e Se IJ = A, sicuramente J C It Ma A=1J C II-! C A, dunque ci sono uguaglianze e
IJ=1II"1 dacui [7'=J (poiché¢ IT'I[J=T"1T"1tell'=A).
O

Definizione 3.1.6. I # (0) ideale frazionario si dice invertibile se [17! = A.
Teorema 3.1.9. R dominio di Dedekind. Allora gli ideali massimali di R sono invertibili.

Dimostrazione. M C R massimale. MM~' C R. Sicuramente M~' O R. Ma allora R 2
MM~ D MR = M, dunque per massimalitda MM~ =RV MM~ = M.

Se per assurdo MM~ = M, dico che M~! = R.

Un’inclusione é gid stata vista, dunque vediamo che M ~! C R; per fare questo ci basta mostrare
che ogni # € M~ é intero su R, poiché R é integralmente chiuso.
reM*tP=aMecMM?'=M,. . ,2"M¢cMVYnecN;inoltrese 0#de€ M, dx" € MM~ =
M ¥n, quindi R[z] C d 'R (poiché 2" € d'M C d"'RVn e R C d'R). Allora R[z] é un
R-modulo finitamente generato in quanto sottomodulo di un R-modulo noetheriano d~! R, cioé
x é intero su R.
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Ci resta da vedere che M~! = R é un assurdo.

Se 0 # a € M, per il lemma, 0 # aR D P -...- P, ideali primi; scelgo » minimo possibile.

M 2D aR 2D P;-...-P., ma M é primo, quindi (per un risultato classico di algebra commutativa)

contiene un F;, diciamo P;; ma i primi sono massimali in R, quindi M = P;.

Sel=PF-...-P.,,aR 2 MI, maaR 2 I per minimalita di r, dunque Ja € I tale che a ¢ aR.

ala ¢ R, ma a’lgj\;[/ Ca'aR =R, cioé a ta € M~! = R, assurdo. O
CaR

Definizione 3.1.7. R dominio di Dedekind. Definiamo F(R) = {I # (0) ideali frazionari di R}.
Osservazione. (F(R),-) é un monoide.

Proposizione 3.1.10. Py, ..., P, ideali primi di R dominio di Dedekind, e, ..., e, € Z.

Allora I = P{*-...- P ¢ un ideale frazionario di R ed € invertibile con I™t = P/ ... .- P ¢r,

Dimostrazione. P; frazionario = PZ-_1 frazionario, ma F é un monoide, dunque [ é un ideale
frazionario. Per giungere alla tesi basta osservare che:

T T

-t =I[pee=1[@p =R

i=1 i=1
O]

Teorema 3.1.11. R dominio di Dedekind. Ogni ideale frazionario (0) # I di R si scrive in
modo unico come prodotto di ideali primi (cioé I = P{*-...- P, e; € 7).
Inoltre | C R <= e, >0Vi=1,...r.

Dimostrazione. Vediamo 'esistenza. Mi basta mostrare che la tesi vale per gli ideali interi;
infatti se I é un ideale frazionario, 3d per cui dI C R, dunque I = (d)~'dI, e sia (d) che dI sono
ideali interi per cui vale la fattorizzazione. Considero F = {(0) # I & R|I non si fattorizza}.
Se per assurdo F # (), per noetherianitd avrei J € F elemento massimale.

Sicuramente J non é massimale, altrimenti si fattorizzerebbe come se stesso. Allora J ; P
primo (cioé massimale).

P'DOR=JCP'JCPP'=R;dicoche JG JP.

Sesiavesse J=JP YL, x e Pl=ajecJ. ... a"Je€J;se0#decJ, da" € JVn e dunque
come nella dimostrazione del teorema precedente, R[z] C d~'R, cioé x é intero su R.

Quindi come prima si avrebbe P~! C R, cioé P! = R, che come prima é un assurdo.

Dunque P~'J ¢ un ideale intero pii grande di J = P~'J ¢ F = P~'J =P/ -.... P con
e;>0=J= PP ... P con esponenti positivi, assurdo.

Ci resta da far vedere che la fattorizzazione é unica; supponiamo:

[T 7 =1 P
prPez prPey

dove & é l'insieme degli ideali primi, ed ep,ap sono nulli tranne un numero finito. Sem-
plificando gli ideali in comune e spostando quelli con esponenti negativi, si arriva ad una
scrittura:

P Pr=Q% ... .- Q% c; > 0,b; >0, P #Q; Yi,j.
POPM..  Pr=PDQY"-...-Q¢= P D Q);, ma @; é primo (cioé massimale) e dunque
Py = @, assurdo (e 'assurdo é stato supporre r # 0,¢ # 0). O]

Corollario 3.1.12. F(R) é un gruppo abeliano generato dagli ideali primi; inoltre é un modulo
libero.
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Dimostrazione. La prima parte segue dal teorema; é un modulo libero perché vale la fattoriz-
zazione unica (e dunque un prodotto di primi non sard mai 0). O

Definizione 3.1.8. K D Q. Definiamo gruppo delle classi di ideali il quoziente

F(K)

CI(K) = —==
()~ )
dove P(K) é il sottogruppo degli ideali principali.

Osservazione. C1(K) é un gruppo abeliano in quanto quoziente di un gruppo abeliano.
Osservazione. Sia I € F(K) un ideale, che si fattorizza come I = P{*-...- P/*, P; C Ok primi.
Denotiamo con ep, (1) := e; il massimo esponente di P; contenuto in I; allora 1’applicazione:

ep: F(K) — Z
I — ep(])

¢ una valutazione.
Proposizione 3.1.13. 1. ep(IJ) =ep(I) + ep(J)
2. I € intero (cioé I C Ok) <= ep(I) >0 VP primo
3. 1 CJ < ep(l)>ep(J) VP primo
4. 1,J € Ok. 1]J (cioé 3L € Ok tale che J =1L) <— J C I.

Dimostrazione. 1 punti 1) e 2) sono del tutto ovvi.
Il punto 3) segue dal 2) osservando che I C J <= I[J ! C 0.
Per il punto 4) basta notare che I7'J C Ok e I(I71J) = J. O

Definizione 3.1.9. Poiché vale la fattorizzazione unica, si possono definire massimo comune
divisore e minimo comune multiplo fra ideali: ged (Z,J) ¢ il piu grande ideale che divide
sia I che J; lem (1, J) é il pit piccolo ideale che é diviso da I e da L (grande e piccolo nel senso
degli esponenti).

Osservazione. Si pud verificare che il massimo comune multiplo e il massimo comune di-
visore si calcolano nel modo usuale a partire dalla fattorizzazione: se m; = min (a;,b;) e
M; = max (a;, b;), allora

ged (PM .. - P PM. . .PM)=PpP/™. . .P™,

lem (P - ... - P% PP ... Py =pM . . pM:
Inoltre é ovvio che ged (I,J) = (I,J) =1+ J.
Proposizione 3.1.14. [ ideale frazionario di Ok . Yo € I, 38 € I tale che I = (a, ).

Dimostrazione. Per l'osservazione precedente, I = (o, 8) <= I = ged ((«), (5)).
Posso supporre [ intero, altrimenti basta moltiplicare per d € Ok per renderlo tale.

So che [ = Q7 ... - Qf, Q; primo, e; > 0.
acl=ID()=(a)=Q% -...-Q" P .. ... P cona; > e, b >0.
Ma ged (o), (8)) =1 <= (B)=Q -...- Q" J, con Pt J Vi, Q1 J Vh.

Scegliamo Vi un 3; € Qf"\inH, che esiste perché ;" # Qf”“ (in quanto hanno fattorizzazioni
diverse); ma allora il sistema:

B =B (inﬂ) Vi
=1 (P VYh

ha soluzione per il teorema cinese, poiché gli ideali sono coprimi. Un tale 5 da la tesi. O
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Proposizione 3.1.15. 0y PID < Oy UFD.

Dimostrazione. L’implicazione = ¢é banale; per vedere l'altra dimostriamo la contronominale.
Sia P C Ok primo non principale, che esiste perché se tutti gli ideali primi fossero principali,
I’anello sarebbe PID.

Sia F = {I C Ok|PI ¢ principale}; F # 0, poiché se P~' C 10k, dP™* C Ok e P(dP™') =
(d), cioé dP~! € F.

Per noetherianitd, sia M € F un elemento massimale; PM = («).

Dico che « é irriducibile ma non primo (e avrei la tesi).

Se a = pv, (o) = (B)(y) = PM, ma P é primo, quindi per fattorizzazione unica P|(5)V P|(7);
diciamo () = PL.

Ma allora L|M, cioé M C L, ma M é massimale in F e PL = (/) é principale = L = M =
an~f.

Vediamo infine che « non é primo; cerchiamo dunque ,v ¢ («) tali che vy € a = PM.

Se B € P\(«), v € M\(«) (che esistono in quanto altrimenti avrei rispettivamente che M = (1),
cioé P principale, e P = (1), entrambi assurdi) giungo alla tesi, in quanto Sy € PM = («). O

3.2 Ramificazione di ideali primi

In questa sezione ci occuperemo della fattorizzazione di ideali primi in estensioni successive di
campi; piu precisamente, date le estensioni:

F OF
K Ok
Q Z

ci proponiamo di studiare la fattorizzazione di POr C O, al variare di P fra gli ideali primi
di Ok.

Osservazione. Sia Q C O primo. P = Q¢ = Q N Ok é primo e non é zero, poiché 0 # = €

Definizione 3.2.1. Nelle notazioni dell’osservazione precedente, si dice che P sta sotto ()
oppure che ) sta sopra P, e si scrive Q|P.

Osservazioni. 1. Q C Op; 3P primo che sta sotto @ (ed é Q°).

2. VP C Ok primo, i primi che stanno sopra P sono esattamente quelli che compaiono nella
fattorizzazione di POr # OF.

Dimostrazione. P~' 2 O, in quanto hanno fattorizzazioni diverse, quindi 3z € P~'\ O;
ma allora (zP)0p C OxOp C OF.
Se per assurdo POp = O, 1 € POy, quindix = x -1 € Op, ciocé x € KN O = Ok,

assurdo.

Passiamo alla parte principale dell’osservazione; sia POr = Q7' - ... - Q5.

Sicuramente PO C Q; Vi, cioé QQ; N Ok O P, ma per la massimalita di P, P = Q;N0Ok =
Q:

Viceversa, se Q N O = P, POr C Q, cioé Q|POr, cioé Q = Q; per un certo i. n
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Definizione 3.2.2. Se POp = Q' - ... - QS denoto e¢; = e(Q;|P) = eq,(P) l'indice di
ramificazione di @); in P.

Osservazione. % ¢ un campo finito, detto campo residuo; del resto, la composizione
i o
Ok — Op = 7L
Qi
¢ = 7o ha nucleo Ker(¢) = QS = Q; N O = P, cioé %{ C % ¢ un sottocampo.

Definizione 3.2.3. Nelle notazioni precedenti, definiamo f; = f(Q;|P) = [% : 2¢] grado
d’inerzia di (); su P.
Proposizione 3.2.1. [K : Q] =n, 0 # z € K. Allora [Nk g(z)| = ‘MK

Dimostrazione. xOk é uno Z-modulo libero di rango n, percié vale la formula:
disc(z0k) = ’ ‘ disc(Ok).

Hey,...,e,} base di Ok tale che {zeq,...,xe,} é base di z0), dunque:
disc(xOf) = disc(wey, ..., xe,) = det (p,)* disc(ey, . . ., e,) = det (¢, )? disc(Ok),

ﬁK — xﬁ[(
a = za
Si arriva alla tesi osservando che det (¢,) = Ng/g(z). O

dove ¢, : ¢ un isomorfismo di Z-moduli.

Definizione 3.2.4. (0) # I C Ok ideale. Definiamo N(I) = }ﬁ—K{ < 400 norma di /.
Osservazione. Per quanto appena visto, [N q(z)| = ) Vo € O \{0}.
Proposizione 3.2.2. I, J C Ok ideali. Allora N(1.J) = N(I)N(J).

Dimostrazione. Ci basta mostrare che VP C Ok primo, Ym, N(P™) = N(P)™, poiché posso

fattorizzare I e J in primi e per il teorema cinese ‘% = |@‘ . ‘%‘}, in quanto P, sono

(co)massimali.
pP™ ; pmt C C P C Oy, dunque |P | ”l Pz+1
Dico che P1+1| = ’ﬁK ‘v’z (e avrei la tesi).

Fissato x € P"\ P""!, consideriamo la composizione:

. Pz ; e Pt

a — za — [ra]pin

¢ é un omomorfismo di Z-moduli e Ker(y) = {a|ra € P} = {a|a € P} = P, in quanto
x € P

Inoltre ¢ é surgettiva, infatti p(O) = M";,i;ﬁm e 20y + P = ged ((x), P™Y) = P, poiché
deve essere una potenza di P e P’ é la massima potenza di P che divide (z).

Quindi p : ﬁ—]ﬁf — Pf—il ¢ un isomorfismo, da cui la tesi. O

Teorema 3.2.3. Q C K C F estensioni di campi di numeri, [F : K] =n, P C Ok primo.

Se POp = Q1 -...- Q¢ allora vale la relazione:

T

Zeifi = n.

i=1
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(Ql)el ... - N(@,)°; inoltre per definizione di grado d’inerzia si

Dimostrazione. N(PO¥)
| fi 2 N(P)/i, dunque:

ha che N(Q;) = ﬁF‘

44
P

N(POr) = N(P)>i=1%fi,

Per avere la tesi ci basta mostrare che N(POr) = N(P)".
Se K = Q é particolarmente semplice, poiché se P = (p), p € Z, N(pOr) :’ NF/Q(p)| per

'ultima osservazione, e Np/g(p) = p™.
Nel caso generale, abbiamo che la mappa

Or
POy
. . y . Ok Op C 1 N . Ok .
si quo.menta a un’immersione ¥ — FZ- (poiché Ker(r o 1) = P); quindi —P £~ ¢ un “f-spazio
vettoriale.
La tesi equivale a dimostrare che dim ¢, PéTfF = n; vediamo che valgono entrambe le disugua-
P

)
ﬁK;)ﬁFL)

glianze.

<) Devo vedere che, dati comunque n + 1 elementi, essi sono linearmente dipendenti.
Siano ai,...,a,+1 € OF; essi sono elementi dipendenti su K (e dunque su Of) perché
[F: K] = n, dunque 3by,...,b,11 € Ok non tutti nulli tali che Z"+1 b;a; = 0. Voglio
vedere che si possono scegliere i b; in modo che ce ne sia almeno uno tale che b; # 0 (P),
cioé b; ¢ P.
B = (by,...,bpy1) C Ok; B éinvertibile, cioé B'B = Ok = 3b € B! tale che bB C O
e bB € POk (poiché altrimenti B™'B = P0%), cioé Ji tale che bb; ¢ P.
A meno di cambiare by, ..., b,41 con bby, ..., bb,11, posso supporre che 3j tale che b; #
0 (P).

>) Siap=P°=PNZ.

Q p=pPNZ Sia pOx = P;'-...- Pt per quanto visto nel primo caso
m si ha che Y7 & (P Ip) =
Inoltre pOr = (PLOR)** - ... - (PSﬁF)ES.
K P Sappiamo che N(pOr) = p™™ e N(P,0r) = N(P;)™ con
n; < n per la prima disuguaglianza; inoltre N(P;) =
n pf(Pz‘kD).
F POy
Dunque:
P =N(PLOF)™ - ... - N(POp)™ = (N(P)™)™ ... (N(Py)™)™ = pimt /Pilpme <

<p" i1 f(Pilp)es — P
da cui la disuguaglianza é un’uguaglianza e n; = n Vi (e in particolare per P = P;).
O]

Proposizione 3.2.4. L’indice di ramificazione e il grado d’inerzia sono moltiplicativi nelle
torri, cio€ date le estensioni successive

Q p
| )
K P
| 1l
F  POp=Q% ....Q%
| {
L PO,=U-... .U



con 1 rispettivi primi, si ha che, se U|Q|P:

e(UP) = e(U|Q) - e(Q|P), fUIP) = f(U|Q) - F(QIP).

ﬁ.ﬁ_x}:[@.ﬁ}.[@-@f]come

Dzm‘ostmzzo.ne‘. Per i gradi d’inerzia é semplice, poiché [ P T 0 o0 B
spazi vettoriali.

Invece per gli indici di ramificazione:
POL = (POR)OL = (QF .. Q) 0L = (QOL)" .. (Qu00) = (U M) AT. (pen) (@i,
da cui €<U1‘P) = €(UZ’QJ) . 6(@1‘P) Ul‘Q] ]

Concentriamoci ora su un caso particolare delle estensioni di campi, le estensioni di Galois.
Vedremo infatti che in queste speciali estensioni, le condizioni per r,e;, f; sono ancora piu
restrittive.

Nel seguito sia L/K un’estensione di Galois, [L : K| =n, G = Gal(L/K).

Proposizione 3.2.5. P C Ok primo. G agisce transitivamente sull’insieme dei primi di Oy,
sopra P.

Dimostrazione. PO, = Q7 -...- Q¢ ; {Q1,...,Q,} é dunque I'insieme dei primi sopra P.
Gli elementi del gruppo di Galois mandano elementi interi in elementi interi (poiché non
cambiano il polinomio minimo), quindi se o € G,

PﬁLZO(P)ﬁLZU(Ql)el '...'O’(Qr)er

(in quanto P C K), da cui {Q1,...,Q,} ={0(Q1),...,0(Q,)} per fattorizzazione unica.
Supponiamo per assurdo che esistano @, Q'|P tali che 0(Q) # Q' Vo € G; allora Ja € @',
a ¢ o(Q) Vo € G (infatti per il teorema cinese il sistema

{azo Q)
a=1 (0(Q)) Voed

ha soluzione, in quanto essendo o(Q) primo, (01(Q),02(Q)) # 1 <= 01(Q) = 02(Q), dunque
togliendo le condizioni ridondanti gli ideali sono a due a due coprimi).

a €@ = Nyg(a) € Q' NOg = P;inoltre a ¢ 0(Q) Vo€ G < o(a) ¢ Q Vo e G (in
quanto G é un gruppo).

Ma Ny k(o) € PC Qe Npjg(a) =[],cq0(a) € Q, che é primo, assurdo. O
Corollario 3.2.6. P C Ok primo. Allora PO, = (Q1 - ... Q)¢ (cioé e; = e; Vi,j) e
f(QilP) = [ Vi.

Inoltre f-e-r =n.

Dimostrazione. Presi @); e (), per la proposizione precedente do € G tale che o(Q;) = @,
dunque PO, = Q7 -...- Qi =0(Q1) -...-0(Q,)°, da cul ¢; = e; (in quanto o((Q1,Q2)) =
(0(Q1),0(Q2)) = d(Q1),...,0(Q,) sono a due a due coprimi).

Vediamo ora che anche i gradi d’inerzia sono tutti uguali; restringiamo o a o : &, — O, e
abbiamo:

ﬁL ? ﬁL
;00
us T
oy, ~ oy,
Qi o oy
in quanto Q; = o~ 1(Q;) = Ker(m; 0 0) = Q..
Ma allora [% : %‘} = [g—? : %], cioé f; = fj. =
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Esempio. In generale non tutte le possibili fattorizzazioni si realizzano in pratica; ad esempio
in un’estensione generica di grado 3 posso avere spezzamenti del tipo:

(Q1Q:Q5 fi=1 Vi
1Q2 hi=2fi=1

PﬁL: Q f:3 9
Q7Q2 fi=1 Vi
G

mentre se I'estensione é di Galois posso avere solo fattorizzazioni del tipo:

@1@Q2Qs fi=1 Vi
PO, ={Q f=3
Q° f=1
Vedremo a breve che in un’estensione ¢’é solo un numero finito di primi ramificati; per quelli non

ramificati invece vale il seguente importantissimo risultato, che ovviamente non dimostriamo:

Teorema 3.2.7 (di densitd di Chebotarev). K/Q estensione, K chiusura normale di K in Q,
G = Gal(K/Q). Allora:
o e G < S,lo éditipo |

d({p € Z|pOk ha la fattorizzazione di tipo F}) = ] :

dove F'= (f1,...,f;) con f < ... < f. ed(X) € la densitd naturale definita da:

X0
R P .

dove P(n) € linsieme dei numeri primi < n.

Esempio. Sia [L: Q] = 3 e Gal(L/Q) = ;. Allora:

c€eSlo=1+1+1 1
d({p € Zlpo, = PP,Ry)) = L7 €S N1

|Ss] 6
d({p € Z|pO}, = P,P,}) = {o € Sslo =1+ 2} _ 1
|S3| 2
d({p € Z|pO, = P}) = {o € S3|lo = 3}| _ 1
|S5] 3

Definizione 3.2.5. L/K estensione. Si dice che un primo P C Ok ramifica in L se 3Q|P
tale che e(Q|P) > 1.
PO, si dice ramificato se PO, = Q7' - ... - Q5 e Ji tale che e; > 1.

Enunciamo ora un teorema di cui dimostriamo una sola implicazione, mentre ’altra sara vista
pit in la:

Teorema 3.2.8. [K : Q] =n. p € Z € ramificato in K = p|disc(K).

Dimostrazione. p € Z, pOy ramificato, pOx = PI, con e(P|p) > 2.

VP'|p, P'|I, ma pOx G I, quindi 3o € I\pO.

Sia {a1,...,q,} una Z-base di Ok; disc(K) = disc(a, . .., ay).
a = Y ,mia;, con m; € Z, ma o ¢ pOg = (pas,...,poy,)z, dunque 3 per cui p { m;.
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Supponiamo per semplicita ¢ = 1.
Allora disc(a, ag, . . ., a,,) = det (M)?disc(ay, . . ., o), dove:

perci6 det (M)? = m?2, ma p{my, quindi p|disc(K) <= p|disc(a, ag, ..., ay).

Siano o1, ...,0, : K < C le immersioni di K/Q e sia L = K la chiusura normale di K/Q.

V@ C O} sopra p, a € @, poiché YQ|p, abbiamo visto che o € Q¢ e dunque in Q.

FissoQ C O, Qlp; a € 0(Q) Vo € G = Gal(L/Q) (poichéio(Q) sono tutti e soli i primi sopra
p per transitivita dell’azione di G), cioé o(a) € ) Vo € G, quindi 0;(a) € Q Vi=1,....,n
(in quanto ogni o; si estende a L).

2

o1(a) o1(ag) ... o1(ay)
disc(a, g, . . ., o) = det : : : ,
on(a) on(ag) ... on(an)
ma la prima colonna sta tutta in @, quindi disc(a, ag, ..., a,) € Q.
Ma disc(a, g, ..., o) € Z = disc(a, ag, ..., ap,) € QN Z = (p). ]

Corollario 3.2.9. K = Q(«), « intero. p{ N(¢/'(«)) = p non € ramificato.
Corollario 3.2.10. L/K estensione. Solo un numero finito di primi di Ok ramifica in O,.

Dimostrazione. Se K = Q la tesi segue immediatamente dal teorema precedente.

Se P C Ok primo é tale che PO}, é ramificato, allora, se p = PNZ, pO, é ramificato, in quanto
gli indici di ramificazione sono moltiplicativi nelle torri.

Ma allora p| disc(L), quindi i primi di &, ramificati su p sono in numero finito, e di conseguenza
anche i primi di &', ramificati sopra P sono in numero finito. O

Definizione 3.2.6. [F': K| = n campi di numeri. P C O ideale primo, POr = Q7" -...- Q5.
P si dice:

e totalmente ramificatose r =1, f; =1, e; = n;
e inerteser =1,¢, =1, fi = n;

e che si spezza completamente se r =n, e; = f; = 1.

3.3 1l teorema di Kummer

F'= K(a), aintero, T' = i, € Og[z], deg (T') = n.

Sia P C Ok, esia 2] 5T =T, -...- T, (P) la fattorizzazione di T in 2% [x].
Allora vale il seguente:

Teorema 3.3.1 (di Kummer). Siap=PNZ ept }ﬁil[”a]‘ = ind(«).
OF

Allora POr = Q5 - ... - Q¢ dove r e gli e; sono quelli della fattorizzazione di T, f; = [@ :

%e] = deg (T;), e Q; = (P, Ty(av)), dove T; € un qualsiasi sollevamento monico di T; a Op[x].

Dimostrazione. Mostriamo innanzitutto i seguenti fatti:
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1. Vi,QZ—ﬁF\/ euncampoe[%:%]—deg( 3);

3. POR|Q ... Q.
ok
1. Sia F; = %[)x] ; € un campo perché quoziente di un anello di polinomi in una indeterminata
per un ideale principale generato da un elemento irriducibile (per Bezout), e [E : ﬁTK] =
deg (T) = fi.
Consideriamo la composizione:
p e oy T, B
Kl 75 o] T

ovviamente ¢ = T; o mp ¢ surgettiva (in quanto composizione di proiezioni), e Ker(p) =
{a(z) € Oklz]la(z) € (Ti(z))} = (P, Ti(x)) (infatti Vinclusione D ¢ evidente, mentre
a € Ker(p) = T;(z)|a(x) in P = a(x) = q(z)T;(z) + r(x) con r(z) € POk|z]).
Dunque per il teorema di omomorfismo:

Ok|x] xlx

~Y

(P.Ti(x))  (Ti(x))’

—

coq. Oklz] . O _ ol
quindi [(R’E(m)) : %] = deg (13).
Consideriamo inoltre la composizione:

v Oklr] — Okla) — gf

x — a — a+Q;,=a’
Ker(¢) = {a(z) € Ok[z]|a(a) € Q;} 2 (P, T;(z)), che é massimale (in quanto il quoziente
é un campo), quindi Ker(y)) = Oklz] V Ker(¢y)) = (P, T;(x)).
1 é surgettiva, cioé Im(¢) = Okla] + Q; = OF
Q) ovvia.
D) Okla] C Oklal + pOr C OF; inoltre pOr C Okla] + pOr C OF, dunque:

(52122

(li divide entrambi per la formula delle torri).
Ma il massimo comune divisore é 1, in quanto il secondo termine vale p©*@  mentre il
primo é coprimo con p, dunque ‘W‘ =1, cioé Or = Okla] + pOF, ma:

‘ﬁK[a]ﬁi pﬁ’p’

Or 2 Okla]+ Qi O Okla] + pOp,

da cui Op = Okla] + Q.

Ma allora: 5 5 [ ]
i=0p v L= K ~F
Gi=0r Vo, T P T)

cioé (Q; é primo e [% : ‘%} = fi.

2. Qi = (P, Ti(a)), Q; = (P, Tj()); in ﬁlff[ ], T; e T; sono coprimi, quindi 3@, b € %[m] tali

che @(z)T;(x) + b(z)T;(x ) =1, cioé a(z)T;(z) + b(x)T;(z) =1 (P), dunque:

a(z)T;(z) + b(z)T;(x) € 1 + POk|x].
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Valutando in o:
a(a)Ti(a) + b(a)Tj(a) € 1 + POk[a) C 14 POy,
cioé 1 € (P, T;(), Tj(a)) = Qi + Q.

3. Vediamo che Q7' - ... - Q5" C POp.

T

Qe = (P T € (PTE @) - T (@)):

i=1
ma T'(z) = T7 (z) - ... - T (z) (P), quindi T(a) =11 () - ... - T () € POp, cioé
~——

=0

(P,T¢'(a) - ... - T*(a)) C POp.

A questo punto ci resta da mostrare la tesi con questi tre punti.

Siano Q1,...,Q, primi e Q4y1,...,Q, = OF.
POp|QT ... Q5" =QF ... - Q%, dunque POp = ‘fl-...-foS,conOSdiSei Vi.
Passando alle norme, si ha:

n = d; - deg (Tz) = ei fi,
ma s <red; <e Vi, quindi valgono le uguaglianze, cioé s =r e d; =¢; Vi. O]

Esempi. Applichiamo il teorema di Kummer alle estensioni piu facili da trattare: le estensioni
quadratiche e le estensioni ciclotomiche.

1. Le estensioni quadratiche K = Q(y/m), m libero da quadrati.
Dico che, se p # 2 é primo:

(p, v/m)? se pm
pOx = ¢ (p,n—/m)(p,n++/m) septmAm=n® (p),
(p) sepfmAm#zDO (p)

mentre se p = 2:

(2,/m)? se 2|m
g — (2,14 /m)? sem=3 (4)
T (@) (2,5 sem=1 (8)
(2) sem=5 (8)

Dimostrazione. Sia p # 2. T(z) = 2* — m; poiché p > 2, si ha che:

Ok | )1 sem=2,3 (4)
12 sem=1 (4)

Quindi si pué usare T'(z) per applicare Kummer Vp > 2.

Se plm, T(x) =2* (p) = pOx = (p, Vm)*.

Septmem=n®* (p),T(x)=(x—n)(x+n) (p)=pOk=(p,n—/m)(p,n+/m).
Septmem#0O (p) = T éirriducibile, cioé pOy é inerte.

Sia ora p=2. Se m =2,3 (4), posso usare ancora T'(x) per applicare Kummer.

Se 2|m, T'(x) = 2? (2) = 20k = (2,/m)>.
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Sem=3 (4),T(x)=2z*>+1=(x+1)* (2)=20x=(2,1+/m)%
Infine, se m =1 (4), devo cambiare polinomio. Sia H(z) = 2? — z 4+ 15 polinomio

minimo di %ﬁ
Sem=1 (8), Hx)=a>+a=a(x+1) (2)=20x = (2,757 (2, 7).
Sem=5 (8), Hxz)=a2>+x+1 (2), che é irriducibile, dunque 20% ¢ inerte. O

2. Le estensioni ciclotomiche K = Q({,,), p un certo primo, m = pn con (n,p) = 1.
Dico che:

POk =(Q1-...-Q,), e=0o("), f= ord(z/nzy- p, 7 tale che fer = ¢(m).

Dimostrazione. Notiamo che per applicare Kummer si pué usare il polinomio ciclotomico
Vp primo, in quanto Ok = Z[(y).

m = p*) Sappiamo che [Q(Gn) : Q] = 3(p"); moltre u(@la” — 1= (z— 1 (p), dunque
w(x) = (x —1)°@) (p), da cui pOx = P*@") (e dunque f =r = 1).

m=n) [Q((,) : Q] = ¢(n); inoltre p|z™ — 1 ha radici semplici in quanto divisore di z™ — 1
che ha radici semplici per il criterio della derivata (e (p,n) = 1).
Quindi pOk non é ramificato (potevamo arrivare anche prima a questa conclusione,
in quanto p 1 disc(K) = potenza di n).
Notiamo che, se i = iy - . . . - i, fi(C,) = 0, dunque Ji tale che 17;((,) = 0; ma allora
piz |t irriducibile, da cui pz- = 3 e:

R N .
0 T ) G BB

dunque [Z—f 7/ pZ} = deg (ug;) polinomio minimo di (, su Z/pZ. Ma (, é una
radice n-esima di 1, ed é anche primitiva in F,, in quanto G = {a € F,la" = 1} &
Z/n7Z é ciclico ed ha ¢(n) elementi di ordine n, che in particolare sono gli ¢ tali che
¢ é una radice primitiva in Q.

Ma allora, per un noto teorema sui campi finiti:

(Z/pZ)[Cn) = Fpr, k = ord(z/mz) p.

m = p*n) (n,p) = 1. Abbiamo il diagramma:

Q(Cm) =L
¢(n) ¢ (p")
Q(Cp’“) d(m) Q(¢n)
o(p*) ¢(n)
Q

Sappiamo che pOp = (Q; - ...~ Q,)¢, con fer = ¢(m) = d(p*)p(n).
Per il primo punto ¢(p*)|e per moltiplicativitd nelle torri, mentre per il secondo
punto ¢(n) < rf, poiché se in Q((,) ci sono a primi con grado d’inerzia b, allora
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ab = ¢(n), mar>aeb|f.
Ma ¢(m) d(p*)p(n) < fer = ¢(m), dunque ci sono uguaglianze: in particolare
= ¢(p") e ord@zypz)- nlf = ordezzyn = f.

(Detto in parole povere, i primi si spezzano in Q((,) e poi ramificano in L; viceversa
ramificano in Q((,r) e poi si spezzano in L.) O

Proposizione 3.3.2. K = Q(«), « intero. Se p, € p-Fisenstein = pOx = Q", cioé p €
totalmente ramificato in K.

Dimostrazione. p 1 indg(«) perché p, é p-Fisenstein, dunque si pué applicare Kummer al
polinomio p,(z) = 2™ (p). O

Osservazione. Nel caso delle estensioni ciclotomiche, abbiamo visto che si poteva applicare
Kummer con lo stesso polinomio V primo; questo é peré un caso molto fortunato, perché non
sempre ¢é possibile.

Infatti, nel caso delle estensioni quadratiche, abbiamo dovuto cambiare polinomio per trattare
il primo p = 2; per6 riuscivamo a trovare, ¥V primo, un polinomio i, tale che p{ indg(«).
Purtroppo in generale questo non ¢é possibile: esistono delle estensioni in cui alcuni primi
(ovviamente in numero finito) non possono essere fattorizzati con Kummer. Vediamo alcuni
esempi.

Definizione 3.3.1. K/Q di grado n. ind(K) := ged {indg ()| € O di grado n}.

Osservazione. Se ind(K) = 1, riesco a fattorizzare tutti i primi con Kummer (eventualmente
cambiando elemento e polinomio).
Inoltre Ok monogenico = ind(K) = 1.
Esempi. 1. ind(K) = 1 # Ok monogenico.
Sia K = Q(/m), m = ab?, (a,b) =1, a = /m, m;é:l:l (9).

Abbiamo visto che disc(K) = —27a? e {1,a,% = 3} é una base intera.
Inoltre:
, disc(«) —27a2b*
ind(er) = disc(K)  V —27a2p>
, disc(p) —27a*b?
d pumy —_—
nd(5) = disc(K) V —27a2b?

ind(K)|(ind(«),ind(5)) = (a,b) = 1, da cui ind(K) = 1.

Vediamo ora che ind(w) # 1 Yw (cioé non é monogenico).

Siaw € Ok; w=x+ya+ 206, x,y,z € 7.

ind(w) = ind(w — ), poiché Zjw| = Z[w — z]; consideriamo dunque w = ya + z0.
2 = y?a? + 2yzaf + 226% ma a3 = ab e * = aa, quindi, sapendo che ind(w) é pari

al valore assoluto del determinante della matrice del cambiamento di base da {1,w,w?}

a{l,a, f}:

1 0 2yzab
ind(w)=|det [0 y 2% = |y*b — 2%al.
0 z by?

Dico che Ja, b tali che ab® £ +1 (9) e 4?0 — 2%a # +£1 Vy,z
Sea=7b=5a’=4#1 (9),e5y>— 72> =41 non ha soluzioni intere perché non le
ha modulo 7 (poiché 5y # +1 (7) Vz, in quanto i cubi modulo 7 sono +1).

Dunque K = Q(V'7 - 52) ha indice 1 ma & non é monogenico.
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2. 3K tale che [K : Q] =3 e ind(K) = 2.
Sia pio(z) = 2% —2? — 22 —8; é irriducibile su Q, in quanto non ha radici razionali, dunque,
se K = Q(a), a radice di pi,, [K : Q] = 3.

Si calcola che:

1 -1 -2 -8 0 0
o 1 -1 -2 -8 0
o o0 1 -1 -2 =8
disc(ar) = disc(jug) = Ris(pta, p,) =det |3 =2 =2 0 0 0 | =—4-503.
0o 3 -2 -2 0 O
o 0 3 -2 -2 0
o 0o 0 3 -2 -2
Inoltre disc(K) = —503: sia § = “2;‘1; vediamo che ¢ intero.

Con facili calcoli si giunge a: o? = 28 —a e aff = 28 + 4, da cui 3% = W =
6 + 2o + 33, cioé B2 — 3 é intero, cioé B € O.

Osserviamo che disc(1, a, f) = (%)2 disc(1, o, @) = —503, da cui disc(K) = —503 (poiché
503 é squarefree) e {1, a, B} é una base intera.

Sia £ = a+ ba + ¢fB, a,b,c € Z; come prima si pone £ = ba + ¢f3.

&% = (6¢% + 8bc) + (2¢% — b)a + (2b + 3% + 4bc) B, quindi:

10 6¢? + 8bc 1
ind(§) = |det [0 b 2¢ — b? = |det [ O
0 ¢ 2b%+ 3c® + 4be 0

0

V|| = bP+b*c = be(b+c) =0 (2),
2

c

o o O

poiché se sono entrambi dispari, la somma é pari.
Dunque ind(a) =2, e V€ € Ok, ind(§) =0 (2), cioé ind(K) = 2.
In particolare &'k non é monogenico.

Osservazione. Nell'ultimo esempio, ¢’é una ragione per cui il primo 2 non si pué fattorizzare
tramite Kummer; infatti si pué calcolare che 20 si spezza completamente, cioé 20 = P, P, Ps,
dunque dovrebbero esistere 3 fattori lineari distinti in Fy[z], il che é falso perché esistono solo
rex+1.

Esercizio (Marcus, n° 30, pag. 91). K C L campi di numeri. 3 infiniti primi di K che si
spezzano completamente in L.

Dimostrazione. Dimostriamo innanzitutto un utile lemmas:

Lemma. Sia f € Z[z], deg (f) > 1. 3 infiniti primi p tali che f ha una radice modulo p.

Dimostrazione. Notiamo che non é restrittivo supporre f(0) = 1. Infatti, se f(0) = 0, divido f
per z¥ in modo che il termine noto non sia 0; inoltre, se f(0) = ¢ # 0, considero g(x) = W,
con g(x) € Zlz], g(0) = 1 e g(z) = 0 = f(z) = 0, poiché se g ha una radice modulo p e plc,
allora f(0) = 0 modulo p, mentre se p t ¢, allora g(«) = 0 modulo p e f(f(0)ar) = 0 modulo p.
Supponiamo per assurdo che {p|f ha una radice modulo p} = {p1,...,ps}.

Sian > p; Vi e consideriamo f(n!) # 0 (altrimenti f(n!) =0 (p) Vp primo). Inoltre f(n!) # +1
(altrimenti cambio n, e se Vn si avesse che f(n!) = £1 allora f = £1, assurdo).

Ma allora dp primo che divide f(n!), cioé f(n!) = 0 (p); peré p ¢ {pi1,...,ps}, in quanto

piln! Api 11 = p; 1 f(n!), assurdo. ]
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Sia M = L la chiusura normale di L/Q; M = Q(«), « intero, p, polinomio
M minimo di a.

Per Kummer, tutti i primi tranne al pit un numero finito si fattorizzano come i,
modulo p; ma allora, se 2y, = {p € Z|3U C Oy, Ulp, f(Ulp) = 1}, | Py| = +00
per il lemma.

L Notiamo che p € &y = pOyr = (Uy - ... Us)¢ con f(Us|p) = 1 Vi, poiché M é di
Galois.
Dunque e-s = [M : Q], ma i primi ramificati sono in numero finito = e = 1 per un

K numero finito di primi, cioé un numero infinito di primi si spezza completamente.
In altre parole, ponendo ), = Py \{primi ramificati} =
{primi che si spezzano completamente}, | 2},| = +oo.

Q Visto che Vp ¢’é almeno un primo P C O, P|p, anche i primi di Ok che si

spezzano completamente sono in numero infinito.
A questo punto basta osservare che PO, si spezza completamente = PO, si spezza comple-
tamente, poiché indice di ramificazione e grado d’inerzia sono moltiplicativi nelle torri. O

Corollario 3.3.3. Esistono infiniti primi nella progressione aritmetica 1 + km ¥Ym € Z.
In altre parole, esistono infiniti primip =1 (m) Ym € Z.

Dimostrazione. Consideriamo K = Q((,,). Esistono infiniti primi di Q che si spezzano com-
pletamente in K.

Questi primi hanno e = f = 1; e = 1 = p { disc(K) = m, mentre f = 1 = ord,, (p) = f = 1,
cioép=1 (m). O
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4 Fattorizzazione di ideali primi in estensioni di Galois

In questa sezione spostiamo il nostro interesse sulle estensioni di Galois; abbiamo infatti gia
intravisto che in tali estensioni valgono proprietd speciali, ed alcune di esse possono essere
utilizzate per lavorare su estensioni generiche, passando alla chiusura normale.

4.1 Gruppo di decomposizione e gruppo d’inerzia

Nel seguito sia L/K un’estensione normale, G = Gal(L/K).

Osservazione. Sia o € G; o pud essere ristretta a o : 0y — Oy.
Sia ) C O, primo. Abbiamo il diagramma:

o, o,

m $ 7TQ

o, ~ @
Ker(p) @ Q

Notiamo che Ker(y) = 071(Q); c71(Q) é primo e Q|P = o~ 1(Q)|P; per quanto visto prima
O, o~ O

o Q) T Q-

Definizione 4.1.1. Sia P C O primo, Q|P. Definiamo gruppo di decomposizione di @
su P lo stabilizzatore di ) in G, cioé:

D(QIP) = {0 € Glo(Q) = Q} = Stabe(Q).

Osservazione. Sia o € D(Q|P); il diagramma precedente diventa:

e
Q - Q
cioé @ é un automorfismo di %, cioé:
010k —
e Gal( 5| =) =@
o a 2

Inoltre ’applicazione:

¢ un omomorfismo di gruppi, con Ker(¢) = {a € D(Q|P)‘E(a) = aVa € ﬁ} = {0 €
Glo(a) =a (Q) Vo€ OL}.

Definizione 4.1.2. Nelle notazioni dell’osservazione precedente, Ker(1)) si definisce gruppo
d’inerzia di () su P e si denota E(Q|P).
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Osservazione. Abbiamo che E(Q|P) < D(Q|P) e:
D@IP) | =

A 1LIWANENY ¢

E(Q|P)

nan|r@lp) = cl.

In particolare, | /P

Teorema 4.1.1. Sia P C Ok, Q|P. E = E(Q|P), D = D(Q|P). Allora, se PO, = (Q1 - ...-

Q)¢ con indice d’inerzia f:

indice ramificazione | grado inerzia
O, L Q
|e ‘ € 1
ﬁLE LE QE = Q N ﬁLE
|7 | 1 f
ﬁLD LD QD - Q N ﬁLD
| | 1 1
Ox K P=QnNO0k
Dimostrazione. o [LP: K] =r.
Infatti [LP : K] =[G : D] = [G : Stabg(Q)] = | orbg(Q)| = r perché I'azione é transitiva.
o f(QIQF) =1 , ,
Per definizione f(Q|QE) :[% : QLEE}, inoltre Ja tale che % = QL;E (@), in quanto ogni

estensione finita di campi finiti é separabile (e quindi semplice).
Sia a € 0, tale che mg(«) = @; il polinomio:

g(@) =[] (¢ —o(a)) € Opela]

celk

¢ un multiplo del polinomio minimo, ma, se g(z) = mg,(9(x)):

g(@) =[] (@~ o(a)) = (e —a)/*.

Lwlg(x) = pa = © — @, cioé [% : ZL—EE} - 1.

e () é I'unico primo di &, sopra Q)p.

Infatti Gal(L/L”) = D e il gruppo di Galois agisce transitivamente sui primi sopra Qp,

ma per definizione di D, 0(Q) = Q Vo € D.
A questo punto abbiamo che [L : LP] = ef e e(Q|Qp)f(Q|Qp) = [L : LP]; peré per moltipli-
cativitd nelle torri, e(Q|@p)le A f(Q|@p)|f, dunque ci sono uguaglianze.
Quindi f(Qp|P) = e(Qp|P) = 1.
Ma abbiamo visto che f(Q|Qr) = 1 = f(Qr|Qp) = f, dacui [D: E]|f = [D: E|] = [L* :
LP) = f, da cui e(QEr|Qp) = 1.
Di conseguenza [L : LF] = e e ¢(Q|Qg) = e. O

. D@QIP) ~ 7~
Corollario 4.1.2. FOIP) = G.

In particolare € ciclico di ordine f.

Dimostrazione. [D : E] = f e il gruppo di Galois di estensioni di campi finiti é sempre ciclico.

[]
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Osservazioni. 1. QpO, = Q°. In particolare () é 'unico primo di &, sopra Qp.

2. Qp é non ramificato e ha grado d’inerzia 1 su P (ma in generale L” /K non é di Galois
e quindi in generale PO;p = QpQY* - ... Q).

3. Qg ¢ totalmente ramificato in 7.
QRQr0r, = Q°, e non ci sono altri primi perché e é il grado dell’estensione.

4. Qg non é ramificato su P, ma sugli altri primi della fattorizzazione non si pué dire niente;
in particolare non é detto che P si spezzi completamente in L”.
Infatti, se Q'|P, @ # @', in generale D(Q|P) # D(Q'|P); per6 |D(Q|P)| = |D(Q'|P)|, in
quanto 7, e, f non dipendono dal primo sopra P.
Inoltre, se Q' = o(Q):
D(o(Q)|P) = sD(Q|P)o".

Infatti hanno la stessa cardinalitd e 7 € D(Q|P) = 7(Q) = Q = o170 ' (0(Q)) = 0(Q) =
oro~! € D(a(Q)|P).
Analogamente:
E(o(Q)|P) = 0 E(Q|P)o™".
Infine per la teoria di Galois L2 = ¢(LP); se D <« G, LP é campo di decomposizione
di tutti i primi di & sopra P, dunque ogni primo ha e = f = 1, cioé P si spezza
completamente in O p.
Esercizio (Marcus, n° 20, pag. 87). K C L campi di numeri, [L : K| =n, P C Ok primo.
Sappiamo che PﬁﬁLL € un ﬁTK—Spazio vettoriale di dimensione n. Poniamo PO, = Q5" -...- Q¢ .
Sia B; una % -base di G-, | Bi| = fi, %, = {8V}, | |
Vi=1,...,r,Vj =1,....¢; = e(Q|P), prendiamo oy;; € (Q~"\Q}) N Mhsi @3 (che esiste

perché Qg_l N ﬂh# Q7" # 0 per il teorema cinese, ed almeno uno di questi elementi non sta

mn QZ, altrimenti st avrebbe Qg_l N ﬂh# Q5 C Qg, assurdo perché hanno primi distinti nella
fattorizzazione).
Sia B=1{ayBVY, A=1,..., fj=1,. . eni=1,...,7

Allora le proiezioni modulo POy, di & sono indipendenti su ‘%{, cto€ sono una base di

%9
POy

Ssu
Ok
?.
Dimostrazione. Supponiamo che valga la relazione di dipendenza:
Zaiﬂaijﬁy) =0 (POL), aij € Ok.

i?.j?A

La tesi é che a;;» =0 (P) Vi, j, A
Abbiamo che, Vt:

Y apagB =0 (Qu);
ijA

ma se i # t, oy; € Qf, dunque:
ZatjAatjﬁit) =0 (Qu).
32

Inoltre ay; € Q{fl, dunque, se j > 2, ay; € @y, da cui:

I (t) _
Q1 Zatl)\ﬂ)\ =0 (Qt)u
¢Qe A
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cioé a;y =0 (Qy), in quanto {ﬁf\t)}t era una base.

Ripetendo lo stesso ragionamento per Q?,...,Q5*|POy, considerando la congruenza modulo
QF,...,Q, siottiene apy =0 (QF),..., a0 =0 (QF), da cui ay;n =0 (P) ripetendo il
ragionamento Vt. O

Esercizio (Marcus, n° 21, pag. 88). Riprendendo la notazione dell’esercizio precedente, sia

K=QeP =pZ. Allora:

1. aq,...,q € Of sono indipendenti modulo p = p { |%L , dove G = {aq,...,an)7.

(Dunque p*|disc(ay, ..., a,) <= pF|disc(0y)).
2. p*|disc(L) perk=n—>3_, fi.

Dimostrazione. 1. Se per assurdo p[’%‘ =3B € O \G taleche pf € G = pB =", hcy,
con \; € Z, ma 3i per cui pt \; (altrimenti 5 € G).
Allora > Moy =0 (p0r) = A =0 (p) (in quanto oy, ..., o, erano indipendenti
modulo p), assurdo.

2. Mi basta vedere che p*|disc(71,...,9), con 71, .. .,7, indipendenti modulo p.
Scegliamo una n-upla costruita come nell’esercizio precedente; sappiamo che:

diSC({Oéijﬁy)}ijjj)\) = det (Tr(aijﬁy)ozi/jfﬁ/(\é )))

Sia L la chiusura di Galois di L /Q; se mostrassi che per n— )., f; colonne della matrice
Tr(ov; Bf\i)ai/j/ ﬁgl)), ogni elemento della colonna sta in un primo ¢ € 05 sopra p, avrei la
tesi (poiché il determinante é multilineare e posso portare fuori questi k fattori p).
Osserviamo per6 che basta ancora meno per giungere alla tesi: infatti se mostriamo che
k elementi del tipo aijﬁ/(\i)ozi/ﬁﬁg) stanno in tutti i primi di &5 sopra p, anche i loro
coniugati ci staranno (poiché L/Q ¢ di Galois), e dunque ci staranno anche le tracce (che
Sono somme).

Notiamo che, se j > 2, aijﬂy) € Q YQ|p per costruzione; inoltre ailﬁf\i) sta in tutti i Q|p
tranne quelli sopra @Q);.

Dunque aijﬁy)ai/jfﬁg) non sta in tutti i Q|p solo nel caso in cuii =14 e j = j' = 1; Vi, ho
fi scelte di A\, dunque in totale le colonne non divisibili per p sono esattamente y ., f;,

da cui la tesi.
O

Esempio. L = Q(3/19,¢s), Gal(L/Q) = Ss.
Allora 3ﬁL = (QlQQQg)Q, f =1.

Dimostrazione. Abbiamo il diagramma:

L
2N
F=Q(V19) |6 Q&)

WA

Q

Per la teoria svolta, 3| disc(Q((3)) = 307%,) = P? (poiché ramifica); inoltre disc(F) = —3-19%,
dunque 30r = Q® V 30 = Q*Q'.
Ma la prima possibilitd é da escludere per la proposizione precedente, altrimenti 33~!| disc(F),
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assurdo.

Dunque 2|e(Q1]3), ma r > 2, dunque r = 3, ¢(Q4]3) =2 e f =1, cioé 30, = (Q1Q2Q3)>.
Inoltre, per la teoria di Galois, le sottoestensioni di L di grado 3 su Q sono F = Q(v/19),
F' = Q(Gv/19), F” = Q(¢3v/19); questi tre campi sono i campi di decomposizione dei primi
Qla Q27 Q3‘ L

Siano date le estensioni X C K’ C L; diciamo che K’ = L per un certo H < G. Sia Q C 07,
esiano PP =Q°=QNK' e P=P°= P NK;allora Gal(L/K') = H e:

D(QIP") ={o € Hlo(Q) = Q} = D(Q|P) N H
E(Q|P") = E(Q|P)N H.

Da questo segue che, se E' = E(Q|P’), D' = D(Q|P'):
LE’ — LE'ﬂH — LELH — LEK/ LD’ — LDQH _ LDK/.

Abbiamo dunque il diagramma di estensioni:

L
N

e LF = LFK’
S

L?” = LPK’

&

E
LD
r

K

L

K/

Teorema 4.1.3. Secondo le notazioni precedenti, valgono i sequenti fatti:
1. LP ¢ il piti grande campo intermedio K' tale che f(P'|P) = e(P'|P) = 1.
: ¢ il pit piccolo campo intermedio ale che 3 un unico primo di O sopra P’.
2. LP € il piti piccol nt dio K’ tale che 3 ' mo di O P’
3. L¥ € il piv grande campo intermedio K' tale che P’ non é ramificato su P.
4. LF ¢é il pit piccolo campo intermedio K' tale che Q € totalmente ramificato su P'.

Dimostrazione. Sicuramente L” e L¥ soddisfano tali condizioni; vediamo che valgono anche le
condizioni di minimalita/massimalita:
1. Se K’ é tale che f(P'|P) = e(P'|P) =1 = ¢ =¢e(Q|P) =e, [/ = f(Q|P') = f, ma
LDLP DLP con[L:LP)=cef, [L:LP]=¢f, dunque L” = L”" = LPK’, da cui
K' CLP.
2. Se K' é tale che in 0} ¢’é un solo primo sopra P’, allora ' = 1, e dal diagramma
precedente si ha K’ = LPK’, da cui L” C K.
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3. Se K’ é tale che e(P'|P) =1=e=¢, ma L D LY DO LF dacui L¥ = LFK’, cioé
K'CLP.

4. Se K' é tale che Q ¢ totalmente ramificato su P’, allora f' =7’ =1, da cui L* K’ = K,
cioé L¥ C K'.
]

Corollario 4.1.4. D <G <= P si spezza completamente in LP.

Dimostrazione. L’implicazione = ¢é gia stata vista come osservazione; vediamo 1’altra.

P si spezza completamente in LP = per 1) del teorema precedente L contiene il campo di
decomposizione di tutti i primi Q’'|P, Q' = o(Q).

Dunque VQ'|P, LP" C LP, ma hanno lo stesso grado, dunque LP? = LP" = D’ = D, cioé
oDo™ ' =D Vo €G. O

Corollario 4.1.5. D < G. P si spezza completamente in K' <= K' C LP.

Teorema 4.1.6. Dato il diagramma di estensioni:

LM

sia P C Ok. Allora:
1. P non ramificato in L e M = P € non ramificato in LM .
2. P si spezza completamente in L e M = P si spezza completamente in LM .

Dimostrazione. Sia F' la chiusura normale di LM /K.

1. Sia Q C OF, Q|P; denotiamo P’ = Q N LM.
Se F'Z ¢ il campo d’inerzia di Q|P, per il punto 3) del teorema precedente L, M C F¥
quindi LM C F¥, ma allora e(P’'|P)|e(Q¥|P) = 1.

2. Op D Q|P, P'=QNLM, P, =P L, Pyy =P NM.
e(P|P) = f(Py|P)=1= L,M C F” = LM C FP.
Ma allora e(P’|P)|e(Qp|P) = 1 e analogamente f(P'|P) = 1, cioé la tesi.

L]
Osservazione. K = Q, L = Q((,). Se ¢ # p = e = 1, cioé q0;, = P, - ... - P,; inoltre

f=ord)(q), dacuir= p%l.

G = Gal(L/K) é abeliano, quindi D<G, dunque L é campo di decomposizione di tutti i primi
sopra q.

Inoltre Vd|p — 1, 3!F, tale che [F; : Q] = d (e dunque [L : Fy] = Z1); F, sard il campo di

decomposizione.

Teorema 4.1.7. p primo, d|p — 1, ¢ # p primo.
q si spezza completamente in Fy; <= q é una potenza d-esima in Z/pZ.
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Dimostrazione. q si spezza completamente in Fd «— F;CF, < dr.

(p). Infatti I'implicazione = é ovvia,
p—1 .
(a'vpil)7

Ora, ¢ é potenza d-esima modulo p <= ¢ =1
mentre per laltra basta notare che, se F, = (£), ord(§) = p—1, e ¢ = &%, allora ord(q) =

sapendo che ord(q)|®5=, si ha d|(a,p — 1), cioé d|a.
Ma ord; (¢) = f = f‘p ; visto che f = P— L si conclude d|r. O

Definizione 4.1.3. p primo, n € Z, p 1 n. Definiamo simbolo di Legendre:
<n>_ 1 sen=0 (p)
p/ -1 senz0 (p)’
Teorema 4.1.8 (Legge di reciprocita quadratica). p # ¢ primi. Se p,q > 2, si ha:

()  sep=1 (#)vg=1 (4)

(}%> B {—(‘5’) altrimenti

(2) )1 sep=4£1 (8)
p/  |-1 sep=+3 (8)
Dimostrazione. (%) =1 <= ¢ é un quadrato modulo p <= ¢ si spezza completamente in

5.
Ma Fy, = Q(/Ep), + se p=1 (4), — altrimenti, dunque distinguiamo i casi.

mentre se q = 2:

p=1(4): Siag+#2 Z[/F C Z[H2).
Possiamo utilizzare x® — p per applicare Kummer, in quanto ¢ { 2; ma x* — p si spezza
modulo ¢ <= p é un quadrato modulo q.
Se ¢ = 2, uso il polinomio z? + = + ;%1; questo si spezza completamente in Fy, <=
p—1=0 (8).

p=3(4): B=QW=pe-p=1 (4)=Zly=p C L[],
Se q # 2, come prima x? + p si spezza <= —p é un quadrato modulo gq.
Seq=1 (4)= —1 é un quadrato, dunque —p é un quadrato modulo ¢ <= p é un
quadrato modulo q.
Altrimenti, se ¢ = 3 (4), —p é un quadrato modulo ¢ <= p non é un quadrato
modulo q.
Se ¢ = 2, 2 é un quadrato modulo p <= 2 si spezza in F; = Q(\/—p) <—
22 + 2+ 2 sispezza < p=-1 (8).

]

Concludiamo ora la dimostrazione di un teorema gia enunciato, ma di cui é stata mostrata una
sola implicazione:

Teorema 4.1.9. K campo di numeri, p primo. p|disc(K) <= p é ramificato.

Dimostrazione. L’implicazione < é gia stata vista; vediamo 1’altra.
{ai,...,a,} base intera di K. Sappiamo che:

disc(K) = det (Trg/g(ay)),
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dunque p|disc(K) <= det (Trg/g(aa;)) =0 (p) <= det (Trg/g(asa;)) = 0.
Dunque dmy, ..., m, non tutti nulli modulo p tali che:

Zmi Trg/o(asa;) =0 (p) Vi

i=1
Se poniamo « = Y, m;«;, la condizione precedente si riscrive come:
Trgo(acy) =0 (p) ¥y, cioé  Trgg(alk) C pZ.

Ma « ¢ pOy, poiché una base di pOk si ottiene moltiplicando per p una base di O, dunque
se stesse in pOy sarebbe somma di multipli di pa;, che non é vero perché gli m; non sono tutti
nulli modulo p.

Sia per assurdo p non ramificato. pOx = Py - ... P,.

a ¢ pOx = 3P = P, tale che a ¢ P.

Sia L la chiusura normale di K/Q; p non ramificato in K = p non ramificato in L, in quanto
non ¢é ramificato in tutti i coniugati di K e dunque neanche nel composto.

P non é ramificato in &, per moltiplicativita dell’indice di ramificazione nelle torri; inoltre
AQ|p, Q C O, tale che a ¢ @) (ad esempio se Q|P).

Si ha:

TI"L/Q<CKﬁL) = TYK/Q(TI‘L/K(CYﬁL» = TI'K/@(CK TrL/K(ﬁL)) g TYK/Q(CYﬁK) Q pZ

Sia 8 € O, tale che f ¢ Q ma € Q' VQ # Q'|p (é possibile per il teorema cinese).

Sia v € Op. Tryo(apy) € pZ C Q.

Vo € Gal(L/Q\D(QIp), aBy € o-}(Q), in quanto 0(Q) £ Q e B € Q' ¥ # Q; dunque
o(aBy) € Q. -

Dunque >, o(aBy) =3, cqolaBy) — deG\D o(aBy) € Q, cioé 3 o 5o(afy) = 0.
Notiamo che D = G = Gal(% (Z/pZ)), in quanto p é non ramificato, quindi, Vy € 0 :

> F(aBy) =0.
7eG
Ma af3 # 0, cioé aff ¢ Q, in quanto Q é primo e «, 8 ¢ Q, dunque, VT € %:
Y 7@ =0,
7eG

in quanto % é un campo.
Ma questo é assurdo per il teorema di indipendenza dei caratteri. O

Esercizio (Marcus, n° 5, pag. 115). L/K di Galois, G = Gal(L/K), P C Ok primo.
1. Se P ¢é inerte in L = G € ciclico.

2. P totalmente ramificato in ogni estensione intermedia, ma non in L = non ci sono
estensioni intermedie (cioé G € ciclico di ordine p primo).

3. Se ogni estensione intermedia ha un unico primo sopra P, ma per L questo non vale =
non ci sono estensions intermedie.

4. P non € ramificato in ogni estensione intermedia, ma é ramificato in L = e} # H<aG
minimale, cioé che € contenuto in ogni sottogruppo non banale di G (e dunque |G| = p™
e HC Z(@)).
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5. P si spezza completamente in ogni estensione intermedia, ma non si spezza in L = AH<G

mintmale. Dare un esempio.

6. P inerte in ogni estensione intermedia ma non in L = G € ciclico di ordine p™.

Dimostrazione. 1. D=CG,inquantor =1. Mae=1= D = G, che é ciclico perché gruppo

di Galois di campi finiti.

L fr>1=EsG.

In L” 2 K, e(Pg|P) = 1, cioé Pg non é ramificato in L”, dunque L” = L.
Ma L% ¢ il pit piccolo campo in cui P é totalmente ramificato, dunque non ci sono
estensioni intermedie.

. Analogo al precedente usando L.

. P ramificato in L = L 2 L”, cioé {e} G E.

P non ramificato in K’ = ¢(P’|P) = 1, ma L¥ é il pit grande campo tale che e(P'|P) = 1,
dunque K’ C L”.

Ma quindi VH < G, K'=L? C L = E < H.

A questo punto E é normale in quanto minimo, G ha ordine potenza di p (altrimenti
non potrebbe esistere un sottogruppo minimo) e E sta nel centro perché Z(G) é un
sottogruppo non banale (in quanto |G| = p™).

. La dimostrazione é analoga alla precedente usando L”. Un esempio pué essere:

Sia L = Q(¢5), G = Gal(L/Q) = Z/4Z. L’unica sottoestensione é Q(v/5).
Cerco un primo p tale che pQ(v/5) = PP, e:

@1Q2 f=2
pQ(Cs) = ' 9
(@1Q2)° f=1
La seconda possibilitd peré é impossibile, in quanto ¢’é¢ un solo primo ramificato (5),
dunque cerco ¢ # 5 con f = 2, cioé ¢*> = (5). 19 va bene.

. P inerte in K’ = P non ramificato in K’.

In L, e >1Vr>1,in quanto non é inerte; se r > 1, per 3) G é ciclico di ordine p, cioé
la tesi.

Se e > 1, per 4) |G| = p" ed 3H <G minimo, ma per 1) » ( ] é ciclico, quindi G ¢é abeliano
con un sottogruppo minimo, dunque G ¢ ciclico di ordine p™.

]

4.2 L’automorfismo di Frobenius

Sia L/K estensione di Galois, G = Gal(L/K).

P

Dunque, per la teoria di Galois, G = {¢), dove
di Gal(% : IFp) che fissa 2%

Osservazion_e. P C Ok non ramificato in L. @ C Oy, Q|P.
D(Q|P) = G = Gal(%|%).
I — = IF,, con g potenza di p = P N Z; inoltre [

ﬁL =F,. N(P) =|%| =¢.

(2
T
o(z (P ): in altre parole, G é il sottogruppo

)

F] =
=x

P

Definizione 4.2.1. L’automorfismo ¢ della precedente osservazione si definisce automorfismo
di Frobenius. Inoltre I'isomorfismo:

G <= D(Q|P)
¢ — ¢(QIP)

identifica ¢ con l’elemento ¢(Q|P), che prende il nome di Frobenius di Q|P.
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Osservazione. ¢(Q|P)(x) = zNP)  (Q); inoltre tale proprietd identifica un unico elemento di
G (in quanto un tale automorfismo deve stare in D(Q|P) perché mappa @ in Q).

Osservazione. Se 0 € G, ¢(a(Q)|P) = 0¢(Q|P)o~!; dunque ogni primo P C Ok non ramificato
individua un’unica classe di coniugio in G:

{P C Ok|POy, non é ramificato} — {classi di coniugio di G}

P — [9(Q|P)]
Se GG é abeliano:

{P C Ok|P0Oy, non é ramificato} — G
P — ¢(P) = ¢(Q|P)

in quanto ¢(Q|P) non dipende da Q.

Inoltre, nel caso abeliano, si ha che ¢(P)(a) = oNP) (Q) VQ, dunque ¢(P)(a) = NP (POL).
Osservazione. Se ord(¢p(Q|P)) = f :>[% : 2€] = f, dunque basta per individuare il tipo di
fattorizzazione di POy, (in quanto e = 1).

Esempi. e Le estensioni quadratiche K = Q(y/m), m libero da quadrati.
Gal(K/Q) = {+£id} = Z/2Z; per la corrispondenza precedente:

PQ f=1 — id
pOk = .
P f=2 — —id

Equivalentemente, potevamo ragionare in questo modo: sappiamo che ¢(y/m) = ++/m.
Per ¢ fissato, quali elementi soddisfano 1’equazione ¢(z) = 2P (p)?

Se ¢ = id, 'equazione x = 2P (p) ha soluzione in F, <= z € Z/pZ; dunque /m =
(vVm)? (p) <= /m € Z/pZ, cioé m é un quadrato modulo p (e dunque per Kummer
r = 2, che é lo stesso risultato uscito con l'altro ragionamento).

e L =Q((n), K=Q, Gal(L/Q) = {o;|]1 <i<m,(i,m) =1} = (Z/mZ)*, dove 0;((n) =

Con-
Sia pt m. ¢(p) = o; per un certo (i,m) = 1, dunque ¢, = ¢((n) = & (pO1), da cui
G=1 (pOL).

ord((,,) = m in C*.

Visto che p{m, 2™ — 1 é separabile per il criterio della derivata; se C,, = {a € F,|a™ =

1} <F,", |Cr| = m.

Dunque (?"=1 (pOr)=i=p (m).
Enunciamo il seguente teorema senza dimostrazione, osservando che, se applicato all’esempio
precedente delle estensioni ciclotomiche, dé il teorema di Dirichlet (secondo cui esistono infiniti
primi p=i (m) Vi,m):

Teorema 4.2.1 (di Artin). Vo, o é Frobenius di infiniti primi.

Osservazione. Sia K C L un’estensione di grado n; sia M = L la chiusura normale di L/K
(ma un discorso analogo si pué fare VM D Z)

Sia P C O tale che POy, non sia ramificato; sia 0, O Q|P, Oy 2 U|Q.

Se G = Gal(M/K), denotiamo ¢ = ¢(U|P); inoltre sia H il sottogruppo di G per cui L = M.
Posto X = {Ho|o € G}, consideriamo ’azione:

DU|P)=(¢) — S(X)=S,
o — {Ho — Ho¢}

in quanton = [L: K| =[G : H] = |X].
orb(Ho) = {Ho,Ho®, ..., Ho¢™ '} per un certo m = | orb(Ho)|.
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Teorema 4.2.2. Nelle notazioni dell’osservazione precedente, siano myq,...,m, le lunghezze
delle r orbite degli elementi di X sotto l’azione di (¢), conn =my + ...+ m,.

Allora PO, = Q1 +...-Q, con f(Q;|P) =m; e Q; = o;(U)N O, dove Ho; € un rappresentante
della i-esima orbita.

Dimostrazione. 1 0;(U), con 1 < i < n sono i primi di &) sopra P; dunque i 0;(U) N &y, con
1 <4 <mn, sono i primi di &}, sopra P; dico che Q; # Q; V1 < i # j <r (e mi basterebbe per
dedurre il tipo di fattorizzazione di P).

Se Q; = Q;, 0;(U) e 0j(U) stanno sopra lo stesso primo di L, dunque 37 € Gal(M/L) = H
tale che 70;(U) = 0;(U).

Ma allora o; '70;(U) = U, cioé o; 'to; € D(U|P) = (¢), da cui 0; '70; = ¢'. Dunque 70; =
o;¢', maT € H= Ho; = Ho;¢', cioé stanno nella stessa orbita, assurdo.

Ci rimane da vedere che f; = f(Q;|P) = m;; notiamo che basta la disuguaglianza m; < f;, in

quanto:
Z m; = Z fi=n.

Se vedo che Ho;¢"t = Hoy, cioé o;¢7i0; " € H, avrei la tesi (in quanto si avrebbe che m;|f;).
Considero ¢(c3(U)|Q1) € H: o(o:(U)]@:) € D(or(U)|P) = ((os(U) | P)); imoltre (o (U)|P) =
ai<z50;1.

Dico che ¢(0;(U)|Q;) = ¢(o;(U)|P)%i; infatti:
¢(0:i(U)|Qi)(x) =™ (ai(U)) e ¢(oi(U)|P)(x) = 2P (oy(U))

e N(Qi) = N(P)".
Ma allora Vo; € G, H 3 ¢(0;(U)|Q;) = 0:¢%i0; !, da cui la tesi. O

Esercizio (Marcus, n° 13, pag. 119). m € Z non quadrato, K = Q(/m), [K : Q] = 4.
L =K = K({/m,i) chiusura normale di K/Q, [L: Q] =8, a = /m.
Le radici di x* —m sono a,io, —a, —ia; numeriamole in questo ordine con i numeri 1,2,3, 4.

Allora:
1. G={((24),(1234)) = D,.
2. Se p > 2 primo tale che p{m, p non € ramificato in L.
3. Se O, 2 Q|p tale che ¢p(Q|p) = 7, allora pOx = P, PyPs.
4. Determinare lo spezzamento di pOy al variare di ¢(Q|p).

Dimostrazione. 1. Se 0 € G = Gal(L/Q) ¢ tale che o(a) = ia e 0(i) = i, mentre 7 € G ¢
tale che 7(a)) = a e 7(i) = —i, per la teoria di Galois G = (o, 7).
A questo punto basta notare che o <> (1 2 3 4) e 7 <> (2 4) tramite 'inclusione G < Sj.

2. Mi basta far vedere che non é ramificato in K, ma basta anche che p t disc(a) =
+ Ng/o(' (), in quanto questo é un multiplo del discriminante del campo.

/' (z) = 4a?, dunque p(a) = 4v/m3, da cui Ng (i (a)) = 4* N(a)? = 4'm?.
Ma per ipotesi p{ 2m, da cui p { 41m?>.

3. H=1{(r), K=L".
Se X ={Hplp € G} ={H,Ho, Ho* Ho?3}, si ha 'azione:

<7'> — S(X)gS4
T — or
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dove ¢, (H) = HT = H. Dunque:

o-(H) = H, da cui |orb(H)| = 1;

¢-(Ho) = Hor, da cui |orb(Ho) = 2;

¢0,(Ho?) = Ho?>t = Hto? = Ho?, da cui |orb(Ho?)| = 1.

Per il teorema precedente, pOx = PP, P3, con f1 = fo =1, f3 = 2.

4. Se ¢(Q|P) = o e p é non ramificato, X = {H, Ho, Ho? Ho®} é un’unica orbita e dunque
pO ¢é inerte. Gli altri casi sono del tutto analoghi.
]

Esercizio (Marcus, n° 6, pag. 116). Siano m # n € Z, L = Q(y/m,+/n), Gal(L/Q) =
7.)27 x 7.)2Z.

Denotiamo con K1 = Q(v/m), Ky = Q(y/n), K3 = Q(y/mn) le tre sottoestensioni quadratiche
di L. Sia p € Z primo.

1. Se p € ramificato in K; Vi, cosa succede in L? Trovare un esempio.
2. Se p si spezza completamente in K; Vi, cosa succede in L? Trovare un esempio.
3. Se p € inerte in K; Vi, cosa succede in L? Pud succedere?

4. Trovare esempi i cusi:

PQ
pﬁL — P2Q2
P2
Dimostrazione. 1. pramificato in un’estensione di grado 2 = p totalmente ramificato, quindi

p é totalmente ramificato in L (per un esercizio gid visto).
p = 2; sappiamo che se m = 2,3 (4), 2 é ramificato in Q(y/m), dunque un esempio pué
essere con m =2, n =3 (e dunque mn =6=2 (4)).

2. Per il solito esercizio, p si spezza completamente in L.
Se scelgo p = 2, devo scegliere m,n = 1 (4) in modo che il polinomio x* + x + I_Tm si
spezzi completamente, cioé m,n =1 (8).
Ad esempio 17 e 33 funzionano.

3. Per il solito esercizio, il gruppo di Galois di L/Q deve essere ciclico, assurdo.

&S

4. Abbiamo il diagramma:

4 QWn)
e
Q

Per avere 20, = PQ, 2 si deve spezzare completamente in Q(y/m) e deve essere inerte
nell’altra; per quanto abbiamo visto sihan=1 (8)em =1 (4), m %1 (8) (cioé
m=5 (8)). m=17en =>5 vanno bene.

Per avere 20, = P?(Q%, 2 si deve spezzare completamente in Q(y/m) e deve ramificare
nell’altra; dunque m = 17 e n = 2 vanno bene.

Per avere 20;, = P?, 2 deve essere inerte in Q(y/m) e deve ramificare nell’altra; m =5 e
n = 2 vanno bene.

Q(

]
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4.3 Differente

K C L estensione finita e separabile; non é necessario che siano campi di numeri, ma ci poniamo
nella situazione pii generale in cui R é un dominio di Dedekind, K = K(R) il suo campo delle
frazioni, L é un’estensione finita e separabile e S é la chiusura integrale di S in L.

Osservazione. Sappiamo che gli ideali frazionari F (L) formano un gruppo, generato dagli ideali

interi Z(L) = Z(S) (e analogamente in K); si pud considerare 'immersione:

iL/K . F(K)
1

—  F(L)
— [°=1IS
che ¢ ¢é iniettiva in quanto:

Ker(ipx) = {I € F(K)|IS = S} = {I € F(K)[I C SAIS = S} = {I C RIS = S},

ma l'estensione di un primo é sempre un ideale proprio, e I si fattorizza in ideali primi.
Notiamo che i,/ (Z(K)) C Z(L).
Inoltre abbiamo gia visto un omomorfismo:

Npk: F(L) — F(K)

dove Np/k(Q) = PI@P) ¢ P = Q° per gli ideali primi, e Nz si estende in modo naturale a
tutti i prodotti di primi.

Definizione 4.3.1. I € F(L). Definiamo duale o codifferente di I:
I* ={z € L| Try x(zI) C R}.
Teorema 4.3.1. 1. [ € F(L)=1"e€ F(L) ell* = 5"
2. 1e€Z(S)= (I")"' € Z(9).

Dimostrazione. 1. I* é un S-modulo, in quanto, se z1,x2 € I*, A € S, Trp/k((x14+22)]) € R
per linearitd della traccia e Trp/x(Axl) = Trp/x(xAl) € Trpx(xf) € R in quanto
M C T
Inoltre I* é non banale, poiché Ja € S tale che al C S, dunque Try x(al) C Try/k(S) C
R, da cuia € I*.
Cerco d € S tale che dI* C S. Dico che d = b - det (TrL/K(wiwj)) funziona, dove
wi,...,w, €S éuna K-base di L e b € I N R (che esiste perché sicuramente 3¢ € al C
INnSe NL/K(C) € IﬁR)
Siarel*C L, x=cw +...+c,w, con ¢ € K.
bw; € I Vi, in quanto b € I, dunque, per definizione di I*:

Trp (bzw;)) € RVi=1,...,n.

TrL/K(b$wi) = bz Cj TrL/K(iji) Vi=1,...,n,
j=1
dunque ho n equazioni con n incognite (i b¢;).

Risolvendo con Cramer:
C;, =

~ det (TrL/K(wiwj)) ’
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dove M; é a entrate intere, dunque de; = det (M;) € R.
Ma allora dx = Y | dew; € S Vo € I*, cioé dI* C S.
Per vedere che II* = S*, osserviamo che:

a€l* < Tryg(al) CR < Trpx(alS)CR < al CS* < acl 'S,
da cui I* = I71S*.

2. 1CS=Trk(IS)CR < SCI*=(I*)tCcst=5

Definizione 4.3.2. Sia I C F(L). Definiamo differente L/K di I:
Dpx(l) = ()N
Inoltre definiamo differente di L/K:
Dk =D/ ().
Osservazione. Per il teorema precedente, I € S = Dy x(I) C S.
Teorema 4.3.2. 1. I € F(L)= 9y x(I)=1D/k.
2. (Proprietd delle torri) K C L C M. Allora ® y/x = Dm/1Or)/k-
8. L/K di Galois = Dk € invariante per lazione di Gal(L/K) (cioé 0(Dp/k) =Dk ).
4. 1€ F(K)=VJ e F(L), Trpyx(J) C T <= J CID] .

Dimostrazione. 1. Basta notare che:
(Duyse(1) " 1Dryc = I'[Dpyic = §7(87) " = 8.

2. Sia W la chiusura normale di S in M.
C) Notiamo che:

TrM/K((CDXj/L@Z/lK)W) = Trp/k (TrM/L (QZ}K (QX;/LW))) =
= TI"L/K(QZ}K(TI‘M/L(W*W))) g TI"L/K<S*S) g R,

dunque @A_j/L’DZ/lK - @E/K.
D) Si ha che:

TI"L/K(TI'M/L(@X/[I/KW)S) = TI‘M/K(QX;/KW) g R,

dunque TrM/L(@Xj/KW) C S§* = @Z}K.
Quindi:
QL/K TI"M/L(QX;/KW) CcCS=> TrM/L(gL/KQX/[l/KW) - S,
da cui @L/KBDX/[I/K - @&I/L.
3. Ovvia.

4, TYL/K(J) Cl <— TYL/K([_IJ) CR <— [_IJQ S*.

51



Corollario 4.3.3. ’DZ}K ¢ il pii grande fra gli ideali frazionari di S che hanno tutti gli elements
con traccia in R.

Dimostrazione. Basta applicare 4) del precedente teorema con I = R. O

Osservazione. Sappiamo che, essendo L/ K separabile, la traccia é un omomorfismo surgettivo.
In generale perd la sua restrizione a S Try g : S — R non é surgettiva.

Esempio. Sia K = Q, L = Q(i), quindi R = Z, S = Z[i].
TI'L/K<Q + Zb) = 2a = TI'L/K<Z[ ]) = 27 C Z.

Corollario 4.3.4. Try/k(S) =lem{I C R tale che IS|D/k}.
Dimostrazione. Applicando il punto 4) del teorema precedente al caso J = S, si ha:

TI'L/K(S) Cl] «— SQIQZ}K <~ @L/KQIS <~ ]S|©L/K

Osservazione. Nel caso dell’esempio precedente, si aveva che D/ = 27Z[i], infatti:
@L}K—S*:{a+ib€Q()|TrL/K(a—l—zb ) CZ},
%Z[ ], cioé Dk = 27Z]1).
Corollario 4.3.5. Try g : S — R € surgettiva <= Dk non ha dwisori propri in
iryk (Z(R)).
Nel caso in cui L sia un’estensione dei razionali, abbiamo il seguente:

Teorema 4.3.6. L campo di numeri, I € F(L), {a1,...,a,} Z-base di I. Se by,... b, € la
base duale, allora I* = (by,...,b,)z.

Inoltre Ny o (Do) = N(I)|disc(L)|.

In particolare per I = S si ha:

ma Try/k(a+ib) = 2a e Trp x((a + ib)i) = —2b, dunque ’DL/K =

Nr/o(Dr/g) = | disc(L)].

Dimostrazione. Sia x € I*. {aj,...,a,} é una Q-base di L = {by,...,b,} é una Q-base di L,
dunque z = > | Nbi, A € Q.
Vogliamo vedere che \; € Z. Si ha:

vel" = Trygel) CZ < Tryg(ra) € Z Vi <= Z)‘i Trpo(bia;) = \; € Z,

=1

cioé x € I* <= x € (by,...,bn)z.
Poiché @L/Q(I) = I@L/Q, allora NL/Q(QL/Q(I)) = N(I) NL/Q(QL/Q).
Sia wy, ..., w, una base intera; Oy = (w1, ..., wy,)z, OF = @L/l@ (b1,...,bn)z.

Sia m € Z tale che ¢; = mb; € O, Vi (e tale m esiste perché &} é un ideale frazionario e dunque
esiste un tale m € L; prendendo la sua norma L/Q si ha I’elemento voluto); I = m® L/l@ c oy,
I={ct,....cn)z.

Sappiamo che disc(cy, . .., ¢,) = N(I)?disc(L), e N(I) = N(m)N (Dpq)

ma vale anche la relazione disc(cy, ..., c,) = m**disc(by, ..., b,), dunque:

-1 1

= m”N(@L/@)_ s
m*" disc(by, . .., b,) = m*" N g (@L/@)_ disc(L),
da cui:

, disc(L)
Nije(Dr/0) = disc(by, ..., by)

A questo punto basta notare che (o;(w;));;*(04(b5))i; = (Tr(wibj))ij = I, = disc(by, ..., b,)
(disc(L))~ 1.

o
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Grazie a questo teorema, possiamo estendere il concetto di discriminante anche a estensioni

L/K con K # Q:

Definizione 4.3.3. L/K estensione. Definiamo il discriminante di L/K come disc(L) =
Nok (D)

Proposizione 4.3.7. M O L O K. disc(M/K) = NL/K(disc(M/L))(djSC(L/K))[M:L}_

Dimostrazione. Abbiamo visto che Dy = DDk Applicando la norma M/K, si ha:

disc(M/K) = Ny Nag/1. (D172 01/x) = Noyie (Naaye (Day2)) (Nowye (D1/x))) =

=disc(M/L) :DE:A/I}(L]

= Ny (disc(M/L))(disc(L/K))M:H,
O

Osservazione. Se K = Q, dalla fattorizzazione di disc(M) posso dedurre i gradi di possibili
estensioni intermedie in quanto, se M 2 L 2 Q, |disc(L)| > 1 (lo vedremo) e |disc(L)[*M:]
deve dividere disc(M).

Enunciamo il seguente teorema senza dimostrazione, che é particolarmente faticosa (pué essere
dimostrato come conseguenza della formula di Hilbert, mostrata nel paragrafo 6.4):

Teorema 4.3.8. L O K estensione finita e separabile, P primo di R, PS = Q°I, con (I,Q) =1
(cioé e € Uindice di ramificazione). Allora Q“ Dy /k.

Se vale anche che (e,N(Q)) =1= Q1D /k.
Corollario 4.3.9. 1. Q C S € ramificato su P <= Q|9 k.
2. P C R si ramifica in S <= P|disc(L/K).

Proposizione 4.3.10. K;/K, Ky/K estensioni finite e separabili, L = K1 K5, P C R primo.
Allora:
Pldisc(L/K) <= P|disc(K;/K)disc(Ky/K).

Dimostrazione. =) P|disc(L/K) = P é ramificato in L/K.

Se per assurdo P { disc(K;/K), P {disc(Ky/K), P non é ramificato né in K né in Ky, dunque
non ¢é ramificato nel composto.

<) Se ad esempio P|disc(K;/K), P é ramificato in K; = P ramificato in L. O

Corollario 4.3.11. L/K estensione, M chiusura normale di L/K. Allora disc(M/K) e
disc(L/K) hanno gli stessi primi.

Dimostrazione. Segue dalla proposizione precedente e dal fatto che P ramificato in L <= P
ramificato in M. m

Osservazione. Q C K C L campi di numeri, p € Z, Ok 2 Plp, 0, O Q|P.
Abbiamo visto che, se (e, N(Q)) = 1, conosciamo l'esatta potenza di @ che divide D /k; inoltre
osserviamo che (e, N(Q)) =1 <= (e,p) = 1, in quanto N(@Q) é una potenza di p.

Definizione 4.3.4. @) ha ramificazione tame su P se p = Q) NZ é tale che p{ e(Q|P). P ha
ramificazione tame in S se PS = Q' -...- Q% con p{e;Vi.
In caso contrario, si dice che ) ha ramificazione wild su P.

Corollario 4.3.12. Se Q ha ramificazione tame su P, Trp x(S) € P.
Dunque, se VP C R 3Q|P con ramificazione tame, Trp x(S) = R, cioé € surgettiva.
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Dimostrazione. Trp/k(S) C P <= PS|Dp/k.
PS=QTcon (I,Q)=1e Q{1Dy/k, dunque PS{Dp/k. O

Esempio. Riprendiamo 'esempio L = Q(7). Abbiamo visto che Try g(Z[i]) = 2Z e D19 = (2).

27[i] = (1 — )%, dunque ha ramificazione wild, in quanto 2|e = 2.
Come abbiamo detto, vedremo che se K 2 Q, allora |disc(K)| > 1; da questo segue un
importante corollario:

Corollario 4.3.13. Se K 2 Q, c¢’¢ almeno un primo ramificato.

Osservazione. Se considero la torre L ; K 2 Q, non é vero che in L/K ci debbano essere primi
ramificati, dunque é possibile che differente e discriminante valgano 1.

Esempio. Denotiamo K, = Q(y/x). Sianoa=b=1 (4) tali che (a,b) = 1.

Poniamo L = Q(v/a, \/l;), sappiamo che le sottoestensioni quadratiche sono K,, K e K.
pramificain L <= pramifica in almeno una delle estensioni intermedie (altrimenti esisterebbe
un’estensione propria massima).

Dunque p ramifica in L <= pl|a V p|b; supponiamo ad esempio pla (= ptb).

Se 0, = Ok, (e analogo per gli altri), si ha che p&, = P% mentre:

Q
O —
e {Ql@z f=

da cui:

Dico che L/K,, non ha primi ramificati.

U primo di L. U ramificato su K,, = U ramificato su Q, dunque Q N'Z = pla (oppure plb,
ma sarebbe un caso analogo), ma allora p&,;, = Q*, assurdo (non é possibile che in L un primo
abbia indice di ramificazione 4, in quanto (a,b) = 1).

(Osserviamo che I'esempio poteva essere risolto calcolando disc(L/Q) e disc(K4/Q) e deducen-
do disc(L/Kup).)

Riprendiamo una situazione gia vista: un diagramma di estensioni in cui i discriminanti delle
estensioni intermedie sono coprimi; vediamo in particolare che, in un caso, un’ipotesi posta in
precedenza é in realta superflua.

Teorema 4.3.14. Consideriamo il diagramma di estensioni:

L =K K,
K, {wjvi} Ko
n1 n9
{w;} {vi}
Q

dove {w;} € una base intera di Ky e {v;} € una base intera di K.
Supponiamo (disc(Ky), disc(Ky)) = 1. Allora:

1. [L . Q] = Niny.

2. {w;v;} € una base intera di L.
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3. disc(L) = disc(K7)" - disc(Ky)™.

Dimostrazione. 1. Ky =Q(a), p = pg polinomio minimo di a su Q.
Sia K la chiusura normale di K;/Q, cioé il campo di spezzamento di p; disc(K) ha gli
stessi primi di disc(K;), dunque (disc(K), disc(K3)) = 1.
L = Ks(a), dunque [L : Q] = [Ka(a) : Ks] - [Ky : Q] = deg(g) - n2, dove g é il polinomio
minimo di a su Ks.
Sicuramente g|u; la tesi é equivalente a g = p.
Sia FF= KN Ky; g € Flx], in quanto g € Ky[z] e a € K = g € K|z].
F C K = disc(F)|disc(K), mentre F' C Ky = disc(F)|disc(K3), ma (disc(K), disc(K3)) =
1, dunque |disc(F')| =1, cioé F' = Q. Ma allora g = p.

2. Grazie a 1), segue da un teorema gia visto.

3. disc(L) = disc({wj;v;}). Denotiamo con o7, ...,0,, : K1 — Q le immersioni di K;/Q e
CON Ty, ..., Ty, : Ko — Q le immersioni di K5/Q.
Siano 01, ...,0,, le immersioni di L/K>; allora le 0}k, sono distinte (e dunque sono le

immersioni di K;/Q).
Con un ragionamento del tutto analogo per le 7; deduciamo che le {637} sono le immer-
sioni di L/Q.
Dunque:
disc(L) = det (63,71 (w;v;))? = det (o (w;) 7 (v;))?.

Visto che disc(K;) = det (0% (w;))? e disc(Ks) = det (7(v;))2, basta notare che:
det (A ® B) = det (A)1m®B) det (B)dmA),

dove A ® B indica il prodotto di Kronecker di A e B.
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5 Il gruppo delle classi di ideali e il gruppo delle unita

5.1 Finitezza del gruppo delle classi di ideali

Sia K O Q. Abbiamo gid definito F(K) come il gruppo degli ideali frazionari, P(K) come il
sottogruppo degli ideali frazionari principali e:

come il gruppo delle classi di ideali. Iniziamo con qualche osservazione.
Osservazioni. 1. CI(K) = {e} <= Ok é PID.

2. CI(K) “misura” quanto Ok non é PID.

3. VC € CI(K) JI C O tale che I € C.
Infatti, VJ € CI(K) 3d tale che dJ C Ok, ma allora [ = (d)J € C e I é intero.

Proposizione 5.1.1. 3\ = A(K) € R tale che VI C Ok Ja € [ tale che:
Nk jg(a)| < AN(I).

Dimostrazione. Sia {aq,...,a,} una base intera di K; siano inoltre oy, ..., 0, le immersioni di

K/Q.

Poniamo: -
A=T]D loilay)l:

i=1 j=1
vediamo che un tale A funziona.
N(I) € N= 3m € N tale che m" < N(I) < (m+ 1)™.
Considero gli (m + 1)" elementi > 7 mja; € Ok, con 0 < m; < m Vj.
(m +1)» > N(I) = 3 due elementi come sopra che coincidono in 25; dunque 30 # « € I,
o= 2?21 m;a;, dove my; é la differenza fra i coefficienti j-esimi dei due elementi sopra indicati,

e dunque |m;| < m.
n
oF <Z mjozj>

Si ha la catena di disuguaglianze:
<HZ|m3||Uz (a;)] <m HZ oi(aj)] < AN(I).

> moi(ay)| <

J=1

11

=1

Ni/gla)| =

n
i=1

3

Nx/o <ija3>
i=1 j=1

=)
U

Corollario 5.1.2. VC € CI(K) 3J € C, J C Ok, tale che N(J) < X (dove \ € la costante
della proposizione precedente).

Dimostrazione. C € CI(K); C~! € CI(K), dunque sia I € C~L.

Per la proposizione precedente Ja € I tale che !NK/@(@)’ <AN{);ael=I|(a)=a=1J
(e dunque [IJ] = [¢] in CI(K)).

Ma allora J € (C~1)~! = C, e inoltre:

N(I)N(J) = |Ng/g(e)| < AN(I),
da cui N(J) < A\ O
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Teorema 5.1.3. VK O Q, CI(K) € un gruppo finito.

Dimostrazione. Notiamo che per avere la tesi, basta vedere che ¢’é solo un numero finito di
ideali interi che verificano N(J) < A, in quanto ogni classe contiene un tale ideale.
JC Okg. J=P"-...-Pl.

Passando alle norme:
S

N(J) = [Ny =[] wh™,
=1 =1
dove p; =P, NZe f; = f(Pi|p;).
Ma:

S
N <A = TTo™ <
i=1
dunque sicuramente p; < A Vi, cioé i P; possono essere scelti da un insieme finito.
Ma un discorso analogo si pué fare per gli esponenti = primi e esponenti possono essere scelti
in un insieme limitato, quindi gli ideali con norma < A sono in numero finito. O

Esempio. Sia K = Q(1/—5). Determinare C1(K).

Dimostrazione. Sappiamo che Ok = Z[v/—5] e disc(K) = —20.
Seguendo la dimostrazione della prima proposizione, visto che {1,1/—5} é una base intera e

o121V —b — £4/—5 sono le immersioni di K/Q, si ha:
A=+ |V=5D1+]—vV=53)=(1+V5)?=6+2V5 < 11,

dunque possiamo scegliere A = 10 (in quanto la norma degli ideali é un intero).

Per il corollario, VC € CI(K) 3J € C tale che N(J) < 10.

Se J=P"-...-P" =p =PNZ<I10,cioé p; € {2,3,5,7}.

Per Kummer sappiamo che:

20k = P? = (2,1 +1/=5)2, in quanto 2 ¢é ramificato;

30k = PP, f=1,inquanto 2 +5=2?-1= (- 1)(z+1) (3);

50 = Q? = (v/=5)? é principale (e dunque banale in Cl(K));

70k = Q1Qs, f=1,in quanto 2? +5=2>—-9= (x +3)(x —3) (7).

Osserviamo che, se P fosse principale, sarebbe generato da un elemento di norma 2, ma
I’'equazione:

N(a +bv—=5) = a® + 5b* = 2

non ha soluzioni intere, dunque P non é principale.

Inoltre P? é principale, cioé [P?] = [P]* = [e] in CI(K), quindi in CI(K) ha un elemento di
ordine 2 e 2| C1(K).

Con un ragionamento analogo si vede che P; e P, non sono principali, ma [P P] = [e] = [P] =
[Pa] .

Osservo che N(1 + /=5) = 6, dunque (1 + +/=5) si fattorizza con un primo di norma 2 e
uno di norma 3; ma l'unico primo sopra 2 é P e gli unici primi sopra 3 sono P; e P,, quindi
(14++/=5) = PP, (il caso con P, é analogo), cioé [P]~! = [P] = [P]7}, da cui [P] = [P] = [P).
Con il solito ragionamento, a? + 5b> = 7 non ha soluzione, quindi gli ideali Q; e Q5 non sono
principali; notiamo che in CI(K’) non ci possono essere prodotti di ()1, Q2 con altri elementi, in
quanto N(Q1) = N(Q2) = 7 non lascia spazio a primi W tali che N(Q;W) < 10V N(Q.W) < 10.
Peré come prima si nota che N(3 4+ +/=5) = 14, dunque (3 + /=5) = Q; P, cioé [Q1][P] = [e],
da cui [Q1] = [Qo] = [P].

Riassumendo, 'unico elemento non banale in CI(K') é P, dunque Cl(K) = Z/27Z. O
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Osservazione. Dal punto di vista teorico, la sezione pud concludersi qua, in quanto € stato
dimostrato quello che volevamo; dal punto di vista pratico, perd, la dimostrazione costruttiva
della proposizione iniziale da si una costante A facilmente calcolabile, ma, come abbiamo visto
nell’esempio, non abbastanza piccola da rendere agevole i calcoli in situazioni anche molto
semplici.

Nasce quindi il bisogno di cercare una costante migliore, problema che ci porremo nei prossimi
paragrafi.

5.2 Un approccio geometrico: il teorema di Minkowski

Definizione 5.2.1. H C R" sottogruppo additivo. H si dice discreto se VK C R" compatto,
H N K é finito.

Esempi. e 7" C R"™ é un sottogruppo discreto.
e 7" x {0}" " é un sottogruppo discreto Vr.

e Sewy,...,v, € R"sono linearmente indipendenti su R, H = (vq, ..., v,)z é un sottogruppo
discreto.
Infatti, dopo aver esteso i vettori a una base {v;} di R", ogni compatto di R™ é contenuto
in " A con 0 < \; < ¢ perun certo ¢ < +00, e in questo politopo ¢’é solo un numero
finito di elementi a coordinate intere.

Teorema 5.2.1. H sottogruppo discreto di R™. Allora Jvy,...,v, € R" linearmente indipen-
denti su R tali che H = (v1,...,0,)z.

Dimostrazione. Siano ey, ...,e, € H linearmente indipendenti su R, » massimo possibile.
Vx € H, x é dipendente su R da eq,...,e,, cioé I\, ..., A\, € R tali che:

Osserviamo che P = {Z;l a;e; |0 < a; < 1} C R™ é compatto, quindi P N H é finito.

Vj € Z, poniamo:

T s

vy =jr =Y [i\le =D (j\ — [jM])e; € H,

i=1 i=1
mazx; € P=x;€ PNHYVj.
Se x € H, x si scrive come:

quindi H é generato su Z da {P N H,ey,...,e.} (e finitamente generato).
P N H ¢ finito, dunque 37, h tali che z; = x5, quindi:

(j—h)Xi = [iN] — [hA] Vi

Ma allora (j—h)\; € Z, quindi \; € Q Vi; ne segue che H é generato suZ da ey, ..., e, e da altri
elementi che sono combinazioni razionali degli e;, cioé H C é(el, ..., ez (con d denominatore
comune dei coefficienti di quegli elementi).

dH C {eq,...,e.)z C H,

ma (e1,...,€.)z € uno Z-modulo libero di rango r, quindi anche dH ¢é libero e rk(dH) < r,
mentre rk(H) > r.
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rk(dH) = rk(H) = rk(dH) = rk(H) = r, dunque esiste {f1,..., f;} Z-base di (ey,...,¢e)z, €
aig,...,ap € Z tali che {aq f1,...,a,f,} é una Z-base di dH, «; # 0 Vi perché hanno lo stesso
rango.

f1,..., frsono linearmente indipendenti su R perché lo sono ey, . . ., e,., quindi anche aldf L., “’;lf r
lo sono e sono la base cercata di H. O

Definizione 5.2.2. Un sottogruppo discreto di R" di rango n si dice reticolo di R".

Osservazione. A é un reticolo di R" <= A = (ey,...,e,)z e {e1,...,e,} é una base di R™.
Definizione 5.2.3. Sia A = (ey,...,¢e,)z, ¢ = (e1,...,¢€,). Definiamo dominio fondamentale
di A:

Pe = {zn:()éiei

=1

Osservazione. 11 dominio fondamentale dipende dalla base. Per6 la prossima proposizione ci
assicura che il volume di P, dipende solo da A e non da e.

° ° ° 3@ ° ° ®
'y 'y 'y 20 ® 'y ®
° 1 ° °

€9 Pel
3 -2 b o 1 2 3
° ° ° 1 ° ° °
' ® ' 2 ° 'y °

Figura 1: Domini fondamentali diversi hanno lo stesso volume

Proposizione 5.2.2. Se p indica la misura di Lebesque, p(P,) dipende solo da A.

Dimostrazione. p(P.) = |det (eq,...,e,)|. Se v = {vy,...,v,} é un’altra base di A, pu(P,) =
| det (v, ..., v,)].

I v; sono combinazioni degli e; e viceversa, dunque esiste una matrice del cambiamento di base
M invertibile, cioé det (M) € Z* = {£1}.

La tesi segue notando che:

u(P,) = |det (M(ey, ... en))| = | det (M)] - u(P).

Definizione 5.2.4. u(F,) si definisce volume del reticolo, e si indica con vol(A).

Teorema 5.2.3 (di Minkowski). A reticolo di R", S C R™ integrabile in senso di Lebesgue e
p(S) > vol(A) = 3z £y € S tali che x —y € A.
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Dimostrazione. Sia come al solito {ej, ..., e,} base di A, P, il suo dominio fondamentale.
Per definizione di dominio fondamentale:

S=JENOA+P) = wS) => wSn(A+P))

AEA AEA

(in quanto si pué coprire R™ con “pezzi” uguali a P,).
Ma la misura di Lebesgue ¢é invariante per traslazioni, dunque “sposto” tutte le intersezioni di
Sconi A+ P, su P,.:

(SN A+ Fe)) = p((=A+5) N Fe).

Osserviamo a questo punto che le intersezioni (—A + S) N P, al variare di A € A non possono
essere tutte disgiunte, altrimenti, essendo tutte contenute in P., la loro unione avrebbe misura
< vol(P,); siano quindi \; # Ag € A tali che:

(=M +S)N(=ANS)NP, #0.
Quindi esistono x,y € S tali che =\ +x=—-X o+ y,cioé 0 £\ — g =2 —y € A. n

Corollario 5.2.4 (Teorema del corpo convesso di Minkowski). A C R™ reticolo, S misurabile,
convesso e simmetrico rispetto 0. Supponiamo inoltre che valga una delle due condizioni:

1. u(S) > 2" vol(A);
2. u(S) > 2"vol(A) e S compatto.
Allora S contiene un punto 0 # u € A.
Dimostrazione. Vediamo che con entrambe le ipotesi si giunge alla tesi.

1. Poniamo S’ = %S (con 'ovvio significato che S” é generato dai generatori di S divisi per
2); u(S'") = %M(S) > vol(A), quindi posso applicare il teorema di Minkowski, che mi
assicura che 3z # y € S’ tali che x —y € A.

Dico che x —y € S. Sicuramente 2x,2y € S, ma S é simmetrico rispetto a 0, quindi
anche —2x, —2y € §; ma S é convesso, dunque r — y = %(23& —2y) € 8S.

2. Se S, = (1+1)8, S, é nelle ipotesi del caso 1), quindi Vm € N, S, N (A\{0}) # 0.
Ma S,, é compatto, quindi S,, N (A\{0}) é finito VYm.

Dico che:
SN (A{0}) = (1) Sm N (AV{O}) # 0,

m>0
poiché se fosse vuota, esisterebbe una sottointersezione (;_; Si; N (A\{0}) = (), assurdo,
poiché l'intersezione finita di elementi concatenati non é altro che I’elemento piu piccolo
(secondo l'inclusione).

]
Osservazione. Sia K un campo di numeri, [K : Q] = n, 01,...,0, : K — C le immersioni di
K/Q. Se:
e: C — C
z — Z

¢ il coniugio, € o g; ¢ una delle immersioni, cioé Vi 35 tale che € o 0; = 0.
Inoltre e 0 0; = 0; <= 0;(K) CR.
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Se €o0; # 0, denotiamo con 7; 'immersione € o g;; numeriamo dunque le immersioni in questo
modo:

01,...,0,: K — R, Opi1ye,0pps : K — C tali che 0,5 = 0,4 54¢ V5

con r+2s =n.
Quindi 'omomorfismo:

g: K — R" x C*
r — (o1(x),...,00.(2),0011(x),...,001s(x))
contiene tutte le informazioni delle immersioni o4, ..., o,.

Possiamo anche immergere R” x C® in R™ in modo canonico:

o K I R" x C* LN R™

(X1, ooy Ty 215y 25) — (21, ..,z Re(z1), ..., Tm(zy), ..., Re(2s), ..., Tm(zy))

ottenendo un’immersione o : K «— R™.

Osservazione. Se K/Q é di Galois, 0;,(K) = K Vi. Dunque:
e se KCR n=r;
o se K Z R, n=2s, cioé n é pari.

(Questo stesso fatto poteva essere visto notando che nella torre di estensioni K O K NR O Q,
il grado [K : K NR] pud essere 1 0 2, in quanto gli unici polinomi irriducibili di R hanno grado
102)

Proposizione 5.2.5. M = (xy,...,x,)z € K Z-modulo libero di rango n.
Allora o(M) € un reticolo di R™ e:

vol(o(M)) = 27°4/| disc(M)].

Dimostrazione. Sicuramente o(M) = (o(xy),...,0(z,))z C R™. Per vedere che é un reticolo,
devo mostrare che gli elementi sono indipendenti su R, cioé che vol(M) # 0 (in quanto se
fossero dipendenti, genererebbero un politopo di dimensione < n, che ha misura di Lebesgue 0
in R™).

Sia © = (T1,...,Tp).

vol(a(M)) = p(Powy) = | det (a(21), ..., 0(z,))| =

0’1(ZE1) 0'1($2) O'l(l'n)

ou(21) () o on(ra)
o | (0 (2)) R0 () . Relopia(2,))
Jm(ory1(21)) Im(opga(z2) ... Im(oga(zn))
Re(0ra(11) Re(0ria(2)) - Re(0rya(an))
IM(oris(21)) Im(oris(2)) .. Tm(orss(2))

Sostituendo la coppia di righe:

(im(am(xl)) iﬁe(am(xn)))

Im(oyie(21)) - Im(ori())

61



con la coppia:

Re(0y1(11)) — IOy (1)) .. Re(0rie(n)) — iTM(0r1e(20))

(%e(arth(:vl)) +idm(o, g (z1)) ... Re(op(zyn)) + ijm(ar+t(:£n))) _ (O’H_t(l‘l)

Ur+t(96’1)

Orit(Tn)
Orre(Tn)

raddoppio il valore assoluto del determinante; visto che ripeto questa operazione s volte, e visto

che con tale procedimento ottengo la matrice (o;(x;)); , ho che:

vol(o(M)) = 27°| det (04(z;))| = 27°+/| disc(M)].

Corollario 5.2.6. 0 # I C O. Allora:

vol(o (1)) = 27°N(I)+/| disc(K)].
vol(o(Ok)) = 27°4/| disc(K)].

Teorema 5.2.7. K campo di numeri, [K : Q] =r+2s=mn,0+# [ C Ok ideale.
Allora 30 # x € I tale che:

In particolare:

[Nijala)] < AN(I),
dove

1 74Ns

P (—) | disc(K)|
nt\m

é la costante di Minkowsksi.

Dimostrazione. Vt € RT, definisco:

B, = {(yvz) e R" x C?

Z lyil + 22 2] < 75}.
i=1 Jj=1

B; é convesso, compatto e simmetrico rispetto a 0.
Senza svolgere il (faticoso) calcolo, dico che:

T\s5t"
B :2’“(—) <

Scelgo ¢ in modo che u(B;) = 2" vol(o (1)) = 2"27*y/| disc(K )| N(I), cioé

t" = 2" "r*nly/|disc(K)|N(I). Per il teorema del corpo convesso, 30 # x € I tale che

o(z) € By; prendendo la norma:

el = [l =Tl - (TLeesl)

in quanto i coniugati hanno la stessa norma. Per la disuguaglianza fra media aritmetica e media

geometrica, otteniamo:

Nials)] < (%(Zlm(w)l +2Z|ar+j<x>|)> ,

ma o(x) € By, dunque:

Nijgl@)] < " = " (1) [dise(K) N ().

nr n"v\m
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Osservazione. Per calcolare la costante di Minkowski, é necessario calcolare il discriminante del
campo, cosa non agevole nella maggior parte dei casi.

Notiamo peré che, sostituendo disc(K) con disc(a), o € O, si ottiene una costante pit grande,
ma molto piu veloce da determinare, che pud agevolare i calcoli.

Riprendiamo I’esempio visto nel primo paragrafo; vediamo in particolare che la costante di
Minkowski aiuta ad abbassare notevolmente il volume di calcoli necessario per determinare

CI(K).
Esempio. Sia K = Q(v/—5), disc(K) = —20. La costante di Minkowski é:

204

N= 2
227

4
V20 = =5 < 3,
T

dunque I'esempio si risolveva subito notando che 20 = P? con P non principale.

Corollario 5.2.8. [K : Q] =n > 2. Allora:
n—1
| disc(K)| > %(%) :

Equivalentemente, esiste una costante universale 6, indipendente dal campo K, tale che:

- <0
log |disc(K)| —

Dimostrazione. Per quanto visto:
2n

1N < () BVl = ise()] = (5) s = () o = oo

7r (n!)?

. n—1 . . . .
Dico che a,, > %(%”) Vn > 2; procediamo per induzione su n, essendo il caso n = 2 una
banale verifica:

Gnpr  m(n+ 12D (ph)2 (1 N 1>2n S 3
a,  4(n+1)2(n)?2 n2 4 n/ — 4’
dove 'ultimo passaggio é consentito (ad esempio) dalla disuguaglianza di Bernoulli. O]
Corollario 5.2.9. K 2 Q = |disc(K)| > 1.

Teorema 5.2.10 (di Hermite). Esiste solo un numero finito di campi di numeri di discrimi-
nante assegnato.

Dimostrazione. Fissato d > 0, vediamo che esiste un numero finito di K/Q con |disc(K)| = d.
Sappiamo peré che | disc(K)| = d = [K : Q] < flog (d), dunque basta mostrare che esiste un
numero finito di campi K con |disc(K)| =d e [K : Q] =n.

Equivalentemente, basta che Vr, s tali che n = r 4 2s, esista solo un numero finito di campi con
le stesse proprieta. Fissiamo r,s € N.

Definiamo:

(y,2) e R" x C*
ze(C®

il S Ayl S5Vi=2. 15 <LV CR XC ser>0

B—
-l S Gl <4l <dvj22p c o ser =0

Scegliamo A e C' in modo che u(B) = 2" vol(o(Ok)) = 2"V d:

on 225 2n+s— 1

Vi

- 25278 s

u(B) = QA(%)S = A
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a\s—1(C 2. 2n225—2 2n+s—l
HiB) = <Z) 2 = 0= Qsqs—1  ge-l

B é compatto, convesso e simmetrico rispetto a 0, quindi 30 # x € Ok tale che o(x) € B.

Dico che K = Q(x).

Sicuramente K DO Q(z); diciamo [K : Q(z)] = m. Allora le immersioni o4,...,0, di K/Q

coincidono m a m su Q(z), dunque per vedere che m = 1, basta mostrare che oy(x) # o;(z)

Vi > 2.

z € Og = |Ngpg(z)| > 1; mao(z) € B=ser >0, |o;(x)] < 3 e dunque |oy(z)] > 1

(altrimenti la norma non pué essere almeno 1); se invece r = 0, con un discorso analogo si vede

che |o;(z)| < 5 Vi > 2, mentre |0y (x)] > 1.

Quindi abbiamo visto che un campo K con r, s, d assegnati é generato da un elemento z € Ok

tale che o(x) € B. Se vediamo che gli x € Ok con questa proprietd sono in numero finito,

avremmo la tesi.

Ma se o(x) € B, x ha tutti i coniugati di modulo limitato, e quindi i coefficienti del suo

polinomio minimo (che sono interi) sono limitati, cioé ho un numero finito di possibili polinomi

minimi e dunque di elementi. O

V.

5.3 Il gruppo delle unita

Teorema 5.3.1. 05 2 7" 1@ T, dove T = {a € K|3d tale che 2% = 1} € ciclico finito.

Detto n altre parole, ﬁ—;‘f = (e1,...,6r45-1), dove le ; sono dette unitd fondamentali.

Dimostrazione. Definiamo immersione logaritmica:

L: K* 55 R xC° — R'+
r — d(x) — (log|oi(z)],...,logl|os(x)])

Sicuramente é un omomorfismo, in quanto L(zy) = L(x) + L(y).

Sia B C R"** compatto; dico che B’ = {x € Ok|L(x) € B} é finito.

Infatti B compatto = Ja € R tale che |log|o;(z)|| < a Vi, Vo € K*, cioé =& < |o;(x)] < e*.
Ma allora i coniugati di z sono limitati, dunque le possibilita per il polinomio minimo di x € O
sono in numero finito, in quanto i coefficienti devono essere interi.

Osserviamo che Ker(Lgx ) = {z € O|L(x) = 0} é finito, in quanto é B’ con B = 0. Dico che
Ker(Ligs) =T.

Ker(Ljg: ) < K* é finito e dunque ciclico, e gli unici elementi di ordine finito in K* sono le
radici di 1; percié Ker(Ljg: ) C T.

Viceversa, x € K* tale che 2¢ = 1 = |oy(z)| = 1 Vi = L(z) = 0.

L(07%:) é un sottogruppo discreto di R™"* in quanto se B C R"** é compatto, L(05) N B =
L(B’), che é finito; ma allora L(07%) é uno Z-modulo libero finitamente generato di rango
d<r+s.

Consideriamo la successione esatta:

0—T— O — L(O}) — 0

L(0};) é libero e dunque proiettivo, quindi la successione spezza e 05 = L(05,) & T.
Resta solo da vedere che d = r 4+ s — 1. Vediamo le due disuguaglianze.

<) Consideriamo liperpiano:

W = {(x,y) € R" x R®

Z$i+223¥j :O}§

i=1 j=1
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Y%

dico che L(O0}) C W.
Se x € O, [Ngg(x)| = 1, ma:

1= |Ngg(x !—Hlaz Hm Hm W=]]loi@) ] lowss (@),
i=1 j=1

dunque, tramite L, si ha che:

Z|Uz ‘ +22|0T+] ’ —lOg (1) 07

cioé L(x) € W.

Cerco uy, ..., Urps—1 € O tali che L(uy), ..., L(uy1s—1) sono linearmente indipendenti su
R.

Lemma. Fissiamo 1 < k < r+s. Va € Ox\{0}, 38 € Ox\{0} tale che |Ng/(B)] <
(%)s | disc(K)| e, se L(a) = (a1,...,a45) € L(B) = (b1,...,brss), st ha b; < a; Vi # k.
Dimostrazione. Sia B = {(y,2) € R" x C*||lyi| < ¢;, ||zl < cryy}, con 0 < ¢; < €% Vi =
1,...,r+s,1#k.

¢ 1o determino imponendo che pu(B) = 2"¢y - ... ¢ - T -2y - ... - c2y, sia tale che
Croverre ey = (2) /| dise(K)|, cioé p(B) = 2" vol(a(O)).

Per il teorema di Minkowski, 35 € Ok \{0} tale che o(f) € B, cioé |o;(5)] < ¢; < e*
Vi # k (cioé [log |oi(B)]| < @i Vi # k) e Nijo(B)| < [Tei- [Ty, = (2)° /I disc(K)]. O

s

Lemma. Fissiamo 1 < k <r+s. Juy € O} tale che, posto L(ug) = (1,...,ZTrts), St ha
x; < 0Vi+#k (e dunque xy, > 0, poiché |NK/Q(uk)| =1, e percio x, = — Z#k x; >0).

Dimostrazione. Sia a € Ox\{0}. Applicando ricorsivamente il lemma precedente ad
a, si ottiene una successione ay,as,... € Ox\{0} tale che N((o;)) = |Ng/g(a;)| <
(2)* /I disc(K)| Vj € N.

Ma gli ideali di norma limitata sono in numero finito, dunque 31 > X tale che (o) = (o)
e [log |os(a)|| < [log|oi(en)[| Vi 7 k.

Ma allora Juy € O} tale che oy = uy, - ay, dunque |log |o;(uyg)|| < 0 Vi # k. O

Lemma. Sia A = (a;;) € M(m) tale che a;; <0 Vi # 3, a;; >0Vied " a;=0Vy;
allora tk(A) =m — 1.

Dimostrazione. Sicuramente rk(A) < m — 1; vediamo che le prime m — 1 colonne sono
indipendenti.

Supponiamo per assurdo che vy + ... +t;,_1V,—1 = 0, dove i v; sono i vettori colonna e
i ¢; sono numeri reali non tutti 0; a meno di dividere per £ max (|t1],...,|tm-1]) > 0, si
pué supporre t; = 1 per un certo k e t; <1 Vj # k.

Ma allora, guardando alla k-esima riga, si ha:

m—1 m—1 m
O—thakjEZakj>Zak] O,
7j=1 7j=1 7j=1
da cui l'assurdo voluto. O
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Ma allora, degli r+ s vettori trovati nel secondo lemma, r+s—1 hanno immagini secondo
L indipendenti grazie al terzo lemma; segue dunque la tesi.

]

Osservazione. 1l teorema di Dirichlet conferma il risultato di un vecchio esercizio in cui si
calcolava 0 con K = Q(v/—d), d > 0: infatti ¢(n) = 2 <= n € {3,4,6}, dunque gli unici
K per cui 0} contiene strettamente {#1} sono K = Q(v/—1) e K = Q(v/-3).

Esempio (Campi quadratici reali). Sia K = Q(v/d), con d > 0 libero da quadrati. &% =
{£1} ® Z per il teorema di Dirichlet, in quanto le radici reali dell’unitd sono £1er =2, s = 0.
In particolare 05 = {+1} @ (¢)z, dove € é l'unitd fondamentale; visto che se o é un’unitd
fondamentale, anche +a, +a~! lo sono, imponiamo che ¢ sia 1’(unica) unit4 fondamentale > 1.
Cerchiamo un modo per determinare .

Ok = Zw], con w =+Vdsed=2,3 (4), altrimenti w = %&.

Sia o =a+bw; a € O <= a,bcZe Ngjg(a)==x1. Poniamo a >0, b > 0..

Se w = V/d, si ha che {+a, +a~'} = {£(a+bVd), £(a—bVd)} (in quanto N g(a) = a>—b*d =
+1), ma visto che ce n’é solo una > 1, deve essere quella con segni positivi, cioé a+bv/d; dunque
a+b\/32iaib\/?16a>0, b>0.

) )

che con facili calcoli diventa:

Se w = , si ha:

(2a 4 b)? — b?d = +4.

Se d = 5, si vede che I'unita fondamentale corrisponde a a = 0, b = 1, cioé € = w; se invece
d > 5, si ha necessariamente a > 0, b > 0.
Dunque, escludendo il (banale) caso d = 5, I'unitd fondamentale ha i coefficienti a, b stretta-
mente positivi.
Per quanto visto, abbiamo che, detta ¢ 'unita fondamentale, Voo € 0%, o > 1, In > 0 tale
che a = €", dunque ¢ la pit piccola possibile; inoltre, per come abbiamo definito 'unica unita
fondamentale, si ha che, se e” = a,,+b,w, le successioni {a, } e {b,} sono strettamente crescenti.
Esplicitamente, se d = 2,3 (4), si ha che a, 11 = a,ay + byb1d € by 1 = ayby + byag; un conto
simile pué essere fatto per d=1 (4).
Dunque, per d = 2,3 (4) (altrimenti il ragionamento é analogo), un algoritmo banale (e piut-
tosto inefficiente) pud essere il seguente: consideriamo la successione {b*d & 1};-1; non appena
uno di questi numeri é un quadrato, si ricava b e a dell’unita fondamentale.
Ad esempio, se d = T:

{76 £ 1}, = {6,8,27,29,62,64,...}.

64 é un quadrato, dunque si ricava b = 3 e a = V64 = 8, cioé ¢ = 8 + 3v/7.

Un algoritmo piu raffinato sfrutta il seguente classico risultato; ricordiamo prima una defini-
zione:

Definizione 5.3.1. Sia & = [cy, ¢1, ¢o, ¢35, . . ], cioé:
=+ 1
=c
0 R 1
c
! 1
o+ ———
C3 _|_ “e
Allora i numeri [cy, ..., ¢, con k > 1, sono detti i convergenti della frazione continua di &.
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Teorema 5.3.2. Sia £ € RT, e siano x,y € N coprimi tali che |§ — §| < #
Allora % ¢ uno det convergenti della frazione continua di &.

Osservazione. Sia e = a+bw, o(¢) = a+bo(w); Ngg(e) = £1, dunque |o(e)| = L =1 = L

R le| € a+bw’
in quanto € > 1.
Stimiamo ‘@‘

‘% + U(W)‘ = b(a—ll-bw)'

ed=1 (4),d>5. Siha:

a 1—+/d 1 1
-+ = < —.
b 2 b2<a +1—|—\/a> 202
b 2
~  ——
>0 >2

e d=2,3 (4). Sihaa®==41+0b%d>b*d—1>b*d—1), dunque:

2 \/E‘ = ! = ! < = <.
b b(a + b\/a) b2 <% + \/E> b2<m+ \/E) 202

In ogni caso, si deve cercare a,b in modo che ¢ sia uno dei convergenti della frazione continua

di —o(w).

Segue immediatamente il seguente:

Algoritmo. Per trovare a,b tali che ¢ = a + bw € l'unita fondamentale, calcolo © convergenti
fl’—: di —o(w) e poi testo se N jo(pr + qew) = £1. Il primo che trovo € il convergente voluto.

Esempio. Consideriamo K = Q(v41). w = Y dunque —o(w) = Y=L,

Si calcola che:
Var—-1 1

2
2 * ) 1
+
2+ !
5 1

+ 1+ ---

Dunque py = 2, qo = 1, % = ¢+ é = %, e usando le relazioni pp = cppr—1 + Pr—1,
Qr = CrQr—1 + Qr—2, Si ottiene la tabella:

k 0O (1|2 ]3] 4

Ck 2 111221

Dk 2 |3 8 |19 27

k 111 3 | 7]10

Nrjolpr + ) | =42 -2] 4 | -1

Da questo segue che € = 27 4+ 10w é 'unita fondamentale cercata.
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6 Appendice

6.1 Un’introduzione alla Class Field

Esempio. Determinare CI(K), dove K = Q(v/—21).

Dimostrazione. —21 =3 (4), dunque Ok = Z[\/—21] e disc(K) = —4-21 = —2%.3.7. Inoltre
r=0,s=1.

Sappiamo che, se (e(Plp), N(P)) =1, allora P! || Dg/q.

Dunque, se p # 2, si pué applicare la precedente relazione, ottenendo che, se Plp, Dk/q =
P con (I,P) = 1.

disc(K) = N(P)*"'N(I) = p/¢=Ym, dunque se p = 3,7, m deve essere coprimo con p (altri-
menti l’esponente sarebbe > 1), percié 3 e 7 hanno ramificazione tame.

La costante di Minkowski é:

s 2
A= Z—L(%) V[ dise(K)| = %2?\/22 3.7= %\/ﬁ <6.
Quindi ogni classe di ideali contiene un’ideale intero I con N(I) < 5. Se P|I, allorap = PNZ <
5.

Vediamo come si fattorizzano 2, 3, 5.

p = 2 é ramificato, dunque 20 = P2,

p = 3 é ramificato, dunque 30 = Q2.

p = 5 non é ramificato, e per Kummer 50 = Q,Qs, in quanto 22 +21 =22 -4 (5
N(P) = 2, ma non esiste un elemento di norma 2, perché I'equazione a® + 21b* =
soluzione, dunque P non é principale, da cui ord([P]) = 2.

Un ragionamento del tutto analogo si pué ripetere anche per @), ottenendo ord([Q]) = 2.
Inoltre [P] = [Q] <= [PQ] =e <= PQ ¢ principale, ma N(PQ) = N(P)N(Q) = 6 e non
esistono elementi di norma 6. Dunque P # Q).

Abbiamo che [Q:] = [Q2] . Se Q2 fosse principale, sarebbe generato da un elemento di ordine
25.

Osserviamo che Ng (24 v/ —21) = 25; dunque l'ideale (2 ++/—21) si fattorizza come prodotto
di due ideali di norma 5: (2++/—21) = Q1Q5 oppure (2++1/—21) = Q?, ma la prima possibilita
é impossibile perché Q1Q2 = (5).

Dunque ord([Q1]) = ord([Q2]) = 2.

).
2 non ha

Nel gruppo ci deve essere [PQ)], e non pud essere e né P né ), dunque [PQ] = [@1] (e non
ci sono altri elementi perché altri possibili ideali avrebbero norma > 5), da cui segue che
CUK) =2 Z/2Z x Z/2Z (ha ordine 4 e tutti gli elementi hanno ordine 2). O

Esercizio (Marcus, n° 28, pag. 151). Sia K un campo di numeri, I C Ok un ideale.
1. Mostrare che esiste un’estensione L/K finita tale che 10}, € principale.
2. Mostrare che esiste un’estensione L/K finita tale che ¥J C Oy, JO, € principale.
3. Trovare un’estensione di grado 4 di Q(\/ﬁ) i cut ogni ideale diventa primo.

Dimostrazione. 1. 3m tale che I"™ = («). Poniamo L = K( {/a); mostriamo che 10 =
(¥/a).
(10,)™ =IO, = (a)0p, e (/a)™ = ()0, dunque per il teorema di fattorizzazione
unica, le fattorizzazioni di (/&)™ e ( {/a)™ coincidono, ma essendo ’elevamento a po-
tenza una semplice moltiplicazione negli esponenti della fattorizzazione, si ha che anche
le fattorizzazioni di ( /) e 10, devono coincidere, da cui [0, = ( ¥/«).
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2. Sia CUK) = {[L],...,[L4}. V1 < i < d, Im,; tale che I = (q;), dunque se L; =
K( x/a;), per il punto precedente [;0, = ( /).
Se L =[] Li, é un’estensione finita (perché composto di estensioni finite) e ogni ideale di
Ok diventa principale in L: infatti sia J C 0. Esiste i tale che J ~ I;, dunque 35 € 07},
tale che J = 81, da cui JO, = (8)1;01, = (B ™y/a;) é principale.

3. Per l'esercizio precedente, CI(K) = ([P]) x {([Q]), e P? = (2), Q* = (3). Per quanto visto,
L = K(\/ﬁ, \/§) é 'estensione voluta.
O

Osservazione. Gal(L/K) = 727 x 7./27 = Cl(K).
Definizione 6.1.1. Il fenomeno descritto nell’esercizio precedente é chiamato capitolazione
degli ideali.

Definizione 6.1.2. Sia K un campo di numeri. Si definisce I’'Hilbert Class Field H di K la
pit grande estensione abeliana non ramificata di K (dunque VP C Ok, P non ramifica in H e
non ramificano neanche i primi infiniti, cioé, dette oy,..., o, le immersioni reali di K, si deve
avere che V7 : H < C tale che 7 = 0; con 1 <i <r, 7(H) CR).

Osservazione. L’Hilbert Class Field di K ¢ il composto di tutte le estensioni con tali proprieta
(che formano un insieme non vuoto in quanto contenente { K }), dunque esiste sempre.
Enunciamo ora un risultato fondamentale della Class Field globale, che motiva I'osservazione

subito dopo 'ultimo esercizio, ma ne presentiamo solo un accenno di dimostrazione:

Teorema 6.1.1 (della Class Field globale). Sia H I’Hilbert Class Field di K. Allora Gal(H/K') =
Cl(K).

Idea della dimostrazione. Consideriamo la mappa di Artin:

I(K) — Gal(H/K)
P — (P

dove ¢(P) é il Frobenius di P, che si estende moltiplicativamente:

[17 —ITer

7

L’obiettivo della dimostrazione é di mostrare che tale mappa é surgettiva e che il nucleo non é
altro che il sottogruppo degli ideali principali. O
Enunciamo un altro importantissimo teorema, senza dimostrazione:

Teorema 6.1.2 (dell’ideale principale). Nell’Hilbert Class Field H, tutti gli ideali di K capi-
tolano (cioé diventano principali).

Osservazione. Nell'ultimo esercizio abbiamo visto che, posto K = Q(v/—21) e L = K(v/2,V3),
Gal(L/K) = Cl(K) e in L tutti gli ideali di K capitolano: é dunque L I'Hilbert Class Field di
K?

La risposta é negativa, in quanto il primo 2 ramifica; per vederlo consideriamo il diagramma:

K(V2,V/3)

N

Q(V2,V3) S/K
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Nell’estensione K/Q, il primo p = 2 ha indice di ramificazione e = 2; invece, grazie al

diagramma:
Q(V2,V3)

Q(v2) QW6 Q3
| /
X| e=2
Q

mostra che il primo 2 é totalmente ramificato nell’estensione Q(v/2,v/3)/Q, in quanto se non
lo fosse, non esisterebbero estensioni intermedie; dunque segue che e = 4 in tale estensione.
Dunque, ritornando al primo diagramma, vediamo che I'indice di ramificazione nell’estensione

K(v/2,v/3)/K deve essere almeno e = 2 > 1, che dimostra che L non é I'Hilbert Class Field di
K.

Proviamo quindi a trovare l'effettivo Hilbert Class Field di K.

Esempio. Determiniamo I'Hilbert Class Field H di K = Q(v/—21). Notiamo innanzitutto che
ci dobbiamo occupare solamente dei primi finiti, in quanto le immersioni di K sono puramente
immaginarie.

Dico che I'estensione K (v/3)/K é abeliana (ovviamente) e non ramificata; per vederlo mostria-
mo che disc(K(v/3)/K) = 1.

Consideriamo il diagramma:

Nell’estensione K /Q, gli unici primi ramificati sono p = 2,3, 7, mentre nell’estensione Q(+/3)/Q
gli unici primi ramificati sono p = 2,3: concludiamo che, se p # 2,3,7, p non ramifica in
K(v/3)/Q e dunque, per moltiplicativita nelle torri, neanche in K(v/3)/K.

Sia p = 7. In Q(+v/3)/Q, rf = 2, dunque rf = 2 anche in K (v/3)/K e percié 7 non é ramificato
in K(v/3)/K (alternativamente si poteva arrivare allo stesso risultato notando che se 7 fosse
totalmente ramificato in K (v/3)/K, sarebbe totalmente ramificato in K (v/3)/Q e dunque anche
in ogni estensione intermedia, assurdo).

Inoltre disc(Q(y/—7)) = —7, dunque per moltiplicativita nelle torri 2,3 non possono essere
ramificati in K (v/3)/K.

Concludiamo che disc(K (v3)/K) = 1.

Potevamo giungere allo stesso risultato nel modo seguente: K(v/3) = Q(v/3,v/—=7) e, posti
K, = Q(v3), Ky = Q(v/=T7), si ha disc(K,) = 12, disc(K,) = 7, che sono coprimi, dunque
disc(K (v/3)/Q) = (disc(K))?(disc(K>))? = 24 - 32 - 72,

Ma disc(K (v3)/Q) = Ny g(disc(K (v/3)/K))-disc(K/Q)? = Nk g(disc(K (v/3)/K))-2*-3%- 7%,
da cui Ny /g(disc(K(v/3)/K)) = 1 e quindi disc(K(v/3)/K) = 1.

Vogliamo ora mostrare che anche K(i)/K ¢ abeliana e non ramificata; per farlo procediamo
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come prima.
Abbiamo il diagramma:

Si ha che disc(Q(i)) = —4 e disc(Q(v/21)) = 21, dunque come prima disc(K (i)/Q) = 2*-32- 72
e quindi disc(K (i)/K) = 1.

Siamo giunti quindi alla conclusione che I'Hilbert Class Field di K é H = K(+/3,1) (é infatti
evidente che ha grado 4).

Esercizio. Mostra che effettivamente nell’esempio precedente gli ideali di K capitolano in H.
(Suggerimento: basta vedere che 2 e 3 capitolano).

6.2 Un’introduzione ai campi ciclotomici

Nel seguito sia K = Q((,) e ¢ = (-

Osservazione. 1. Se n = p™, allora pOf é totalmente ramificato, in particolare pOx =
P®") dove P = (1 — ().

2. Sen=p{"-...-pi", cont>11—(éun’unita.

Dimostrazione. 1. Per dimostrare che P = (1 — (), basta vedere che Ng/o(1 — () = p (in
quanto sappiamo che pOj é totalmente ramificato).
Il polinomio minimo di ¢ é:

dunque:

p=pc()= J[ (1=¢)=Ngp(l-0).

(i,p)=1

2. Abbiamo la relazione Vn:

n—1 n—1
x"*1+...—|—x+1:H(x—Ci):n:H(l—Ci).
i=1 i=1

M .
In particolare, V1 < k < t, abbiamo che p;"* = [[:*, ! (1— C;mk), ma osservando che
k
A

C;mk = (»" , dividendo entrambi i membri della prima relazione si ha:
k

1= J] a-¢).

(i,n)=1
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Denotiamo K™ = KNR=Q(¢+ (™).
(n) ¢(n>_1

Osservazione. Abbiamo che E = OF = W _ @Z 2 ', mentre E* = 0%, & (£1) D Z =

=(x0)
(in quanto K é totalmente immaginari e K é totalmente reale).

Segue dunque che % é finito.

Lemma 6.2.1. « intero algebrico tale che ogni suo coniugato (e a stesso) hanno valore assoluto
1. Allora v € una radice dell’unitad.

Dimostrazione. L'insieme {a"},>1 é composto da interi algebrici e |o(a”)| = |o(a)"| =1 Vo
immersione di K = Q(«a)/Q.

Ma in K ci sono solo un numero finito di elementi con la proprietd dell’enunciato (in quanto il
loro polinomio minimo ha grado limitato e i coefficienti sono interi e limitati perché combinazioni
dei coniugati), dunque h > k tale che o = o, cioé o * = 1. O

Osservazione. 1l precedente lemma diventa falso se si toglie I'ipotesi che « sia intero; ad esempio
a= % + i‘é sarebbe un controesempio.

Teorema 6.2.2. Q = [E : ETW] € {1,2}; in particolare Q = 1 <= n € potenza di un primo.
Dimostrazione. Consideriamo la mappa:

¢o: F |44
€

o
—

of ™

L’elemento £ é un intero algebrico in &%, dunque se mostro che tutti i suoi coniugati hanno
valore assoluto 1, per il lemma ho che é una radice dell’unita e dunque necessariamente dovrebbe

stare in W. In effetti: (c) (¢)
FG)l=lswl = 5517

in quanto, essendo Gal(K/Q) abeliano, o e coniugio commutano.
Consideriamo la composizione:

Y

w
w2
dove 7 é la proiezione; dico che Ker(¢)) = ETW (e quindi % si immergerebbe in un gruppo

di ordine [W : W?] = 2).

v E-SHw

D) Se(eWee € BFCR sihag(Cer) = &=t = & = e W2
C) Se e € Ker(v), allora ¢(e) = £ = (* con ( € W.

Ma allora e; = ("le € BT, poiché 61 = ("l =(5 =("le =¢.

(L)

Y

Sia ora n = p®, con p # 2; vediamo che ogni elemento £ € W, in realtd € W2,

Sicuramente £ = £(%; se mostriamo che — non ¢ possibile, avremmo la tesi (in quanto se 2 { a,
2la+mne (* =4,

Se per assurdo € = —(°C = ap + a1 + ... + agm)-1¢?™W 7L, si avrebbe € = a9 + a1 + ... +

agmy-1 (1 — (), mentre € = ag + arl+... + %(n),lz(ﬁ(n)fl =ao+ar+...+apm-1 (1— (),
ma (1 —¢) = (1 — ) (in quanto differiscono per moltiplicazione di ¢), dunque e =& (1 — ).
Avendo per6 che ¢ = —(%Z, si avrebbe anche e =2 (1 — (), cioé 2¢ =0 (1 — (), e quindi
e € (1 = () (in quanto (1 — ¢) é primo e (1 — () 1 2), assurdo perché ¢ é invertibile.

Sia invece n = 2™; se per assurdo Je € E tale che £ ¢ W2, si avrebbe che £ = (, con ( radice
2M-esima primitiva dell’unita.
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Nx/g@(€) = €% con a = Y ocpeom b, in quanto i = 2" e affinché i — 4, si deve avere che
b=1 (4)

" =" cioé b=1 (4); inoltre a = 2772 (271), in quanto:

2m=2_1
a= Y (1+4k) _gm2 4!
k=0

2m72 -1 ) 2m72)
2

— 2m—2 + 2m—1(2m—2 . 1)

Ma allora (* ha ordine 4, cioé é una radice quarta dell'unité, cioé:

_ Nijew (@) _ Nijow(e)
Nk/e@(E) Ny ()

+i = Ng/qa)(€)

assurdo, poiché essendo ¢ invertibile, N /g (g) deve essere invertibile in Q(¢), cioé Ng /g (€) =
+1, +i.

Sia infine n non una potenza di un primo; abbiamo visto che 1 — ¢ é un’unita.

% = —( ¢ W2, in quanto, se —C € W2, —( = (%", cioé —1 = (¥~ (e dunque 2|n).

1—
edln, —=1 = (% e perci6 2 =2r —1 (n), cioé 2 = —1 (2), assurdo; se n =2 (4), si ha

S

Q(¢n) = Q(Cz) e qua si avrebbe 'assurdo. O
Teorema 6.2.3. Sia C = CI(K), Ct = Cl(K ™). Allora si ha un’immersione CT — C.
Dimostrazione. Consideriamo la composizione:

I(KY) — I(K) — C
I — 10y — [I0%]

Sicuramente la mappa passa al quoziente per P(K™); per vedere che é iniettiva, dobbiamo
vedere che, se [0k = («), I era gia principale in Z(K™).

I C Ok+, dunque I = I, perci6 (1) = % = (%) e 2 ¢é un’unitd tale che |%’ =1.
(0%

Visto che questo stesso ragionamento pu6 essere ripetuto per i coniugati di £ (in quanto il
(6]

gruppo di Galois ¢ abeliano e il coniugio commuta con le immersioni), abbiamo che £ é una
radice dell’unita.

Se n non é una potenza dell’unitd, sappiamo che ¢(E) = W, dunque Je € FE tale che
cioé e =za € E™.

Per 'invertibilita di e, [0k = (o) = (e), ma allora per fattorizzazione unica [ = (e«) in O+
Sia invece n = p“, e denotiamo m = (pa — 1.

™

T = —(pa, € inoltre si vede che W = (—(ya) (se p > 2 basta elevare alla p* per ottenere —1, se

p é pari basta elevare alla p®~* per ottenere —1).

(L)
QllL

Y

Sia £ € W = (Z); allora & = ;—Z Mostriamo che d é pari (e avremmo la tesi, perché avremmo
che ¢(E) = W? = W e potremmo concludere come prima).
Detto K = Q((y«), abbiamo le estensioni:

K Q
Kt P
Q »p

dove Q = (1) e POy = @Q? (in quanto pOx = Q*¥")).
Denotiamo con v,(«) l'esponente di (7) in («); allora v.(a) = v.(I) é pari, in quanto, se
I=PJ, con (P,J)=1,sihache [0 = Q**(JOk).
Per lo stesso ragionamento, essendo 7%« € R in quanto m%a = 7o, si ha v, (%) pari, e percié
d = v, (1%) = vz (7)) — v () é pari. O

d
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Definizione 6.2.1. Un campo K di dice CM se é totalmente immaginario (cioé Vo : K — C,
o(K) € R) e K é un’estensione quadratica di K che é totalmente reale (cioé o(K*) C R Vo).

Osservazioni. e [ campi ciclotomici sono CM.

e Se KT éun campo totalmente reale e w € K é tale che o(a) < 0 Vo, allora K = K (y/«)
¢ CM.

e Se K é non reale e K/Q é abeliana, allora K é CM, in quanto K é il campo fissato
dal coniugio e K ¢é totalmente immaginario perché elementi in Gal(K/Q) e coniugio
commutano.

e K = Q((3,v/2) non é CM, perché I'unica sottoestensione di grado 2 é Q(3/2) e non é
totalmente reale.

Visto che i campi CM sono una estensione dei campi ciclotomici, é naturale chiedersi quali
dei precedenti risultati continuano a valere in questa situazione piu generale; in effetti il primo
rimane vero, mentre il secondo ha una tesi pita debole.

Teorema 6.2.4. K campo CM. Allora [E : ETW] € {1,2}.
Teorema 6.2.5. K campo CM, h = |Cl(K)|, ht = | CI(K)|. Allora h'|h.

Esempio. Un esempio in cui, se K é CM, non é vero che CI(K™) si immerge in CI(K), pud
essere K = Q(+/10,/—2). Ovviamente K+ = Q(+/10).

Infatti sia I = (2,4/10) C Ok+; I non é principale, poiché per Kummer 20% = (2,v/10)?, ma
in O+ non ci sono elementi di norma 2, peré 10k = (2,V/10)0x = (v/—2).

6.3 Anelli di gruppo e basi normali intere

Definizione 6.3.1. Sia A un anello e G un gruppo finito. Definiamo anello di gruppo
'insieme A[G] = {dec agg|ay € A} con le operazioni:

Zagg + Zbgg = Z (ag +bg)g

geG geqG geqG
(Z agg> : (Z bhh) = > (agbn)(gh)
geG heG g,heG

Esempi. 1. Sia K un campo e L/K un’estensione finita e di Galois; sia G = Gal(L/K).
Allora L é un K[G]-modulo con I’azione:

(Z )\gg> () = Z Agg(a).

geG geG

2. L, K campi di numeri, L/K di Galois, G = Gal(L/K). Allora 0}, é un Ok|[G]-modulo
per restrizione dell’azione precedente.

Enunciamo il seguente risultato di teoria di Galois senza dimostrazione:

Teorema 6.3.1 (della base normale). L/K estensione finita di Galois, G = Gal(L/K). Allora
esiste a« € L tale che {o(a)}sec € una base di L/ K.
Una tale base si dice base normale.
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Corollario 6.3.2. L ¢ un K[G]-modulo di rango 1. In particolare:

L =K[Gla= {Z A0 (@)

oeG

Ao € K} = ({o(a)oec)k

Ci poniamo ora il problema della struttura di &, come O |[G]-modulo. Come prima cosa, 07, é
Ok|G]-libero? (in caso affermativo, avremmo che il rango sarebbe 1 in quanto sono due K-spazi
di dimensione n).

In generale peré non é vero, in quanto se si avesse sempre che 0 = Ok|G|a per un certo
a € Oy, allora {o(a)},eq sarebbe una base intera di &, su Ok, che in generale non esiste.

Consideriamo per6 il caso di K/Q estensione finita di Galois con gruppo di Galois G; é ve-
ro in questo caso che Ok = Z|G|a?

Anche in questo caso la risposta é negativa, anche se 'inclusione (ovvia) D é sempre vera.
Esempio. Vediamo un caso in cui Ok 2 Z[Glo: sia K = Q(i) e dunque Ok = Z[i].

Sia a € Z[i]. Allora o = a + bi, con a,b € Z.

Gli elementi in Z[G]a sono del tipo ca + da = c¢(a + ib) + d(a — ib) = a(c+ d) + ib(c — d), con
c,d €.

Con una tale combinazione lineare riesco ad ottenere 1 <= :

b=0
b(c—d)=0 c=d
— a=1 \Y — b=0,
alc+d)=1

c+d=1

in quanto il secondo sistema é impossibile (21 1).
Analogamente si ottiene ¢ <= a = 0, dunque si conclude che un tale o non pué esistere.

Definizione 6.3.2. Siano L, K campi di numeri. Se esiste a € &, tale che 0, = Ok[Gla, si
dice che &, (oppure L) ha una base normale intera (NIB) su K. In tal caso {o(a)} é una
K-base di L e « si dice generatore della base intera.

Definizione 6.3.3. L/K estensione di campi di numeri, P C Ok primo. Q|P si dice tame su
P se, detto p = PNZ, pte(Q|P); P sidice tame in L se p{e(Q|P) VQ|P; L/K si dice tame
se VP C Ok primo, P é tame in L.

Teorema 6.3.3 (Noether). Sia L/K di Galois con gruppo di Galois G. Allora sono equivalenti:

1. L/K ha solo ramificazione tame.
2. TI'L/K(ﬁL> = ﬁK.
3. O, € Ok|G]-proiettivo.

Dimostrazione. Vedremo solo I'equivalenza (1) <= (2); ricordiamo inoltre che Try x(0r) =
lem {I - ﬁK|IﬁL|’DL/K} e, se L/K é di Galois, ®/k ¢ invariante per azione di elementi del
gruppo di Galois (0(D/x)) =Dk Vo € Gal(L/K)).

=) Basta vedere che VP C O, Trp x(0L) € P.
Se per assurdo si avesse che Try/x(0r) C P, allora PO, = (Q1-...-Q,)¢|Dr/k e dunque
Q5D 1)k, assurdo, in quanto la ramificazione é tame.

<) Sia per assurdo P C O tale che PO, = (Q1 - ...- Q)¢ e Ji per cul QD /k (cioé la
ramificazione é wild).
Visto che 0(Dp/x) = Dk e G agisce transitivamente sull'insieme {Q;};, si ha che

Q;DDL/K V], cioé PﬁngL/K, (S dunque TI'L/K(ﬁL) g P.
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Proposizione 6.3.4. Se L/K ha una NIB, allora L/K € tame.

Dimostrazione. Voglio vedere che la traccia é surgettiva (e avrei la tesi per il teorema prece-
dente).

Sia « tale che 0 = O[Gla; 'elemento (intero) x = 3 _; a49(a) sta in K (e dunque in O)
< 7(zr) =2 Vr € G. Ora:

7(z) = Z ap(70g)(a) = Z a;-149() =2 = a,-1, =a, Vg,

geG geqG

in quanto {g(a)}sec é base di L.
Dunque z € O <= a,-1y = a, =aVg € G < 1z =a) ,9(0) < =z €
TI‘L/K(ﬁL). D

Osservazione. 11 viceversa della precedente proposizione ¢é falso, in quanto si pud trovare un’e-
stensione K/Q con Gal(K/Q) = Qs tale che Ok é uno Z[Qs]-modulo proiettivo ma non
libero.

Proposizione 6.3.5. L/Q estensione di Galois con una NIB generata da oo € L. Allora VK
estensione intermedia tale che K/Q ¢ di Galois, K/Q ha una NIB generata da 3 = Trp k().

Dimostrazione. Sia G = Gal(L/Q) e H <G tale che K = L*. Per ipotesi 0 = Z|G|a.

Sia r = deG ag9(c) € Op; ragionando come prima, si hacher € Ox <= a1, =a,Vh € H,
cioé <= gli a, sono costanti sulle classi laterali sinistre di H (cioé {H, Hg,...,Hga}).

Si ha dunque:

mzZagg(a):ZZahg hogz Zagzz hogz Zaglzgz 1hgz

gEG’ i=1 heH i=1 heH
d
- Za'gz Zgl Oh Zagzgl TI'L/K )) = Z a’O'O-(/B)7
i=1 heH i=1 ceG/H
cioé la tesi. O

Proposizione 6.3.6. Siano K;/Q estensioni finite di Galois con NIB generate da o; Yi =
1,...,m tali che (disc(K;),disc(K;)) =1 Vi # j.
Allora L = Ky - ... K, ha una NIB generata da [] a.

Dimostrazione. Sia G; = Gal(K;/Q); {0 }U()GG é una base intera di K;/Q, dunque
{U )-oP(ag) ... o™ )(am)}a(l)eGl 77777 MG é una base intera di L/Q.

Visto che G = Gal(L/Q) >~ Gy X ... X G, si ha che {o(a; - ... ay)}seq non é altro che la
base di prima e questa é una NIB. O

Corollario 6.3.7. Q((,)/Q ha una NIB (generata da () <= m € squarefree <= € tame.

Dimostrazione. L’implicazione Q(¢n)/Q ha una NIB = é tame é gid stata vista; inoltre, se
m non é squarefree e p?lm, allora p ha ramificazione wild in Q((2) € Q((n), in quanto
PZ[¢2] = P?P) e plo(p?). Ci rimane dunque da mostrare che m squarefree = (,, genera
una NIB per (Cm)/Q

Siam = py-....py; se p é primo, Q({,)/Q ha una NIB data da {(,, 5, o Y ={0(6) Yoccae,)/)-

Inoltre disc(Q((,)/Q) é potenza di p e Q(Gn) = Q(G,) - - - - - Q((p,), dunque siamo nelle ipotesi
della proposizione precedente e quindi [](,, (che é una radice m-esima primitiva dell’unitd)

genera una NIB per Q((,,)/Q. O
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Concludiamo con un importantissimo risultato, che migliora in un certo senso il teorema di
Kronecker-Weber:

Teorema 6.3.8 (Hilbert-Speiser). K/Q estensione finita, abeliana e tame = 3Im squarefree
tale che K C Q((n) (e tale m si dice conduttore).

Corollario 6.3.9. K/Q estensione finita e abeliana ha una NIB <= ¢ tame.

Dimostrazione. La freccia = é gia stata vista; I’altra segue dal precedente teorema, in quanto
se K C Q((n) con m squarefree, K ha una NIB perché é una sottoestensione normale di
un’estensione Q(¢,,)/Q di Galois con una NIB. O

Vale infine il seguente risultato, che é una specie di viceversa del teorema di Hilbert-Speiser:

Teorema 6.3.10 (Greither, Replogle, Rubin). Ogni estensione finita, abeliana e tame L di un
fissato campo di numeri K ha una NIB <— K = Q.
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6.4 Un’introduzione ai gruppi di ramificazione

In questa piccola sezione ci occuperemo dei cosiddetti gruppi di ramificazione; ci serviranno per
mostrare alcuni fatti sui gruppi di decomposizione e di inerzia, necessari per la prossima se-
zione. Questa non é altro che la risoluzione degli esercizi 19-28, pag. 121-125 del libro di Marcus.

Nel seguito sia L/ K un’estensione di Galois con gruppo di Galois G, P un primo di K e ) un
primo di L sopra P; denotiamo inoltre £ = E(Q|P) e D = D(Q|P).

Definizione 6.4.1. Sia m > 0 un intero. Definiamo m-esimo gruppo di ramificazione il

gruppo:
Vin=1{0 €Glo(a)=a (Q")Vac O.}.

Osservazioni. e F=VygDViD...
o V,, <D Vm, poiché,se € Deoc eV,:

To(r 7 (@)

(7 a)) =a (@),

e Per tutti gli m abbastanza grandi, diciamo per m > m con m sufficientemente grande,
si ha che V,, = {1}; infatti, se (o(a) —a) = Q™I, (I,Q) =1, a ¢ V,,, se m > my, e
ripetendo il discorso per gli altri elementi di G (che sono in numero finito), si ha la tesi.

Lemma 6.4.1. Sia m € Q\Q? e 0 € V,,_1. Allora:
ccV, < onr)=n (Qm).

Dimostrazione. La freccia = ¢é del tutto ovvia; vediamo ’altra.
Se a € (7), si ha che o(a) =a (Q™"), in quanto, posto a = 7f3:

o(a) —a=o(p)o(r) — fr = {g(a(i;; B)=0 (Q™).

Ma allora sia o € Q; se (7)) = QI, (Q,I) = 1, scelgo 5 € (I\Q) N O e dunque, visto che
af € (m):
Ba=o(aB) =Bo(a) Q") =o(a)=a (Q™M),

in quanto § ¢ @ é invertibile in %.

Infine, osservando che &) = O+ @, in quanto, se y € QNOe, 1 =1+y—veo(l—v) =1—7v
Vo € F, si giunge alla tesi scomponendo un qualsiasi « € 07, in & = a3 + ag con a1 € Orr €
as € Q. L]

Proposizione 6.4.2. Sia 7 € Q\Q? e o € E. Allora:
ccV, < onrn)=n (Q™).

Dimostrazione. Come prima osservazione, vediamo che, preso o € V;\Vi,, la congruenza
o(r) =7 (Qm) vale <= m < i. Infatti, se per assurdo o(m) — 7 € Q"2 essendo
o € V;, per il lemma si avrebbe o € V; 4, assurdo.

Sia dunque ¢ € E = V. Se per assurdo 0 € V;\V;;; con i < m, allora per l'ipotesi
o(r)=7n (Q™") e per quanto visto, si avrebbe m < i, assurdo. ]

Lemma 6.4.3. Sia m € Q\Q? e o € E. Allora esiste o € Oy, tale che o(r) = an  (Q?) e tale
a € unico modulo Q).
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Dimostrazione. Scriviamo (m) = QI con (I,Q) = 1; allora per il teorema cinese del resto il

sistema
z=o(m) (Q%)
r=0 (I)
ha soluzione, e z = o(m) =7 =0 (Q), cioé x € Q.
r el = (m)Q', dunque Ja € Q7! tale che x = ma; ma se a ¢ Oy, allora x ¢ Q, assurdo,
dunque z = ra = o(r) (Q?).

Inoltre, se aym = apm  (Q?), allora m(a; — ay) € Q% cioé a; = ay  (Q). O
Teorema 6.4.4. Il gruppo quoziente vﬁl st immerge nel gruppo moltiplicativo %*; dunque Vﬂl é
ciclico di ordine divisore di |%‘ —

Dimostrazione. Sia:

dove a, é I'ae trovato nel lemma.
1 é un omomorfismo, in quanto:

o(1(m)) = o(a,m) = o(a,)o(r) = agarm  (Q?),
(poiché o(a,)o(m)—a,o(r) = o(m)(o(ar) — a;) € Q%) e dunque per 'unicitd, a,, = aza,  (Q).
~— ——

€Q €Q
Inoltre ¢ é ben definito, poiché a, ¢ @, in quanto se ci stesse si avrebbe o(7) € Q?; infine
Ker (¢) = Vi per la proposizione precedente, dunque la mappa si quozienta all’immersione
voluta. O

Lemma 6.4.5. Siam € Q\Q? e 0 € Vi1, m > 2. Allora 3o € Oy, tale che o(7) = 7 +
ar™ (Q™Y) e tale o € unico modulo Q.

Dimostrazione. La dimostrazione ricalca quella del precedente lemma. ]
Teorema 6.4.6. Siam > 2. Allora il quoziente —— Y1 g immerge nel gruppo addztwo L dunque
V'm 1

o ¢ somma diretta di gruppi ciclici di ordine p (m quanto il campo Q ha camttemstzca p).

Dimostrazione. Sia:
V4 %9
w . m—1 ? Q

o — a,

dove a, é I'ar trovato nel lemma.
In modo analogo a prima si vede che o, = a, + a, (Q), e Ker (¢)) = V,,;; segue dunque la

tesi. [
Osservazione. Abbiamo visto che ‘V m — 1, dunque ‘%| é coprimo con p = PN Z (infatti

|%’ = p/); segue dunque che V; é il p-Sylow di E.

Da questa osservazione segue:

Corollario 6.4.7. V} # {1} <= ple(Q|P) = |E| <= Q € wild su P.
Teorema 6.4.8. D ed E sono gruppi risolubili.

Dimostrazione. La catena discendente:

EvVivVops...>{1}

le

é tale che é somma diretta di gruppi ciclici e cioé abeliano, dunque E é risolubile.

Ricordando Tcnhe E<De % é ciclico di ordine f, si ha la tesi. O]
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Lemma 6.4.9. Sia 7 € Q\Q?, 0 € V,,_ tale che o(m) = am  (Q™™) per un certo a. Allora
o(f)=aB (@) VB EQ.

Dimostrazione. Si procede come nel primo lemma, mostrando prima la tesi per g € (). O
Teorema 6.4.10. Supponiamo 21 abeliano. Allora 'tmmersione di vﬁl m %L* in realtd ha

ﬁK E

immagine contenuta in ; dunque - € ciclico di ordine diisore di N(P) — 1.

Dimostrazione. Sia o € E e a tale che o(m) = ar  (Q?); allora, posto ¢ = ¢(Q|P) il Frobenius
di Q|P, per il lemma si ha:

gop~(n) = da (¢ (1)) = p(agp (1)) = NP (Q).

Visto Che L ¢ abeliano, allora ¢po¢~ 1ot € Vi, dunque:

¢o¢~ (1) = ¢po¢ o (o(m)) = o) =ar  (Q%),

ma allora per unicitéd di a, o) =a  (Q).
Ma allora « é fissato dal Frobenius di Q|P, cioé é fissato da Gal(%/%), cioé a € ‘%K*. n

Lemma 6.4.11. Sia L/K un’estensione finita e separabile e sia a € Oy, tale che L = K(a) e
sia f il polinomio minimo di o su K; scriviamo f(z) = (x — a)g(x), con g(x) = v + N1z +
o Y™ per certi Yo, ..., Y1 € L. Allora:

Urter 7}

Dimostrazione. Detti oy,...,0, le immersioni di L/K, osserviamo che o;(f) = f e dunque,
posto a; = 0;(a) e g; = 0;(g), si ha che f(z) = (v — a;)g:(z) Vi.

Notiamo inoltre che g;(«;) = f'(ej)d;j, in quanto, se i # j, 0 = f(o;) = (a; — ;)g;(crj), mentre
f'(ei) = gleu) + (i — i) (gi(ai))-

Poniamo dunque:

¢ la base duale di {1,c,...,a" 1}

1 e 1 ( Yo ) <'7n 1)
01 7 A 7
a; ..y F(e) (@)
M = . . N = : :
’n:f . 'n:— _70 Yn—1
aq ! R € s ! On (f’(a)) (f’( ))
Con un calcolo diretto si vede che NM = <3’c,((zj ;) = (0;;) = I, ma M é invertibile, dunque M =
N~1. Segue quindi che {%, e %} ¢ effettivamente la base duale di {1,«,...,a"" '}, O

Proposizione 6.4.12. Mettiamoci nelle condizioni del lemma. Allora®px(Okla]) = f'() 0.

Dimostrazione. Come prima cosa vediamo che Okla] = (Yo, .., Yn-1) 0ok
C): Yn—1 = 1 perché f é monico, dunque Ok C (Yo,...,Vn—1)0x; svolgendo il calcolo si ha
che:

f(@)=—av+(o—av)r+ ...+ (Va2 — aYn_1)2" " + Yp_12".

Abbiamo dunque che f(v0) = —avo+(Yo—av1) Yo+ - A+ Yoo —Yn-1)70 Y0178, dun-
que @ € (Yo, - -+ Yn—1) 0y, POiché f( 9) ¢ { monomi divisi per Yo stanno in (Yo, . .+, Y1) o -
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D): 0= f(a) =—ay+(—an)a+...+(Yn2—aVn_1)a" ' +7,_1a", dunque per lo stesso
ragionamento precedente 79 € Ok[al; eliminando i termini —a7y, + a7y e ragionando
analogamente si ha che v, € Ok[a] e cosi via.

A questo punto, essendo {f,“*(‘;), ey }77(;1) } una base di (Ok[a])*, si ha che (Ok[a])* = (f'(a)) ' Ok|al,

da cui:
D1k (Okla]) = f'(a)(Ok(a]) ™ = f(a)OL,
in quanto 1 € Okla]. O

Lemma 6.4.13. Sia P un primo di K e sia Q C O sopra P. Delto n = [L : K|, sia-
no aq,...,q, € O indipendenti modulo P (e dunque sono una K-base di L); posto A =
(a1,...,0m)6, allora la potenza esatta di Q) che divide Dk € la stessa che divide D, x(A).

Dimostrazione. Osserviamo che PO, N A = PA; infatti I'inclusione O é banale, mentre se
T+ ...tz € PO, alloraTiag + ...+ 7,0, =0 (P)edunquez;=...=7,=0 (P)
per l'indipendenza modulo P di aq, ..., «a,.

Poniamo I = Anng, (%) = {r € Ok|r0; C A}, allora I € P, poiché se I C P, allora si
avrebbe 10, C PO, ma 10, C A, dunque 10, C PA e di conseguenza P~'1 C AN Ok C I,
cioé P~1 C Ok, assurdo.

Notando che D x|D 1/ k(A)IOLD 1k (in quanto A|I0L) e che Q { 10, (poiché P { I), si
ottiene che Q"D /x <= Q"D x(A). O

Proposizione 6.4.14. Nelle condizioni del lemma, supponiamo che e(Q|P) = n. Allora, preso
T € Q\Q?, la potenza esatta di Q che divide Dy € la stessa che divide f'(w)0y, dove f € il
polinomio minimo di m su K.

n—1

Dimostrazione. Abbiamo che 1,7,..., 7" sono indipendenti modulo P, poiché 7w ¢ Q> C P e
TEP <<= meQ" = i>n.

Ma allora per il lemma si ha che la potenza esatta di () che divide Dk ¢é la stessa che divide
QL/K(ﬂK[WD-

A questo punto basta ricordare che D,/ (Ok|[n]) = f'(7)0. O

Ritorniamo adesso a considerare un’estensione L/K di Galois con le stesse notazioni usate
precedentemente; vale allora la formula di Hilbert:

Teorema 6.4.15. Sia Q¥ ’esatta potenza di Q) che divide Dk ; allora:

k=Y ([Va| - 1).

m>0

Dimostrazione. Notiamo innanzitutto che possiamo supporre () totalmente ramificato su P; in
caso contrario infatti possiamo considerare il campo d’inerzia L¥ e usare la relazione @y, /K =
Dr/LeD ek, in quanto P non é ramificato in L¥ e dunque Q { DO

Per quanto visto nelle proposizioni precedenti, Q% é la potenza esatta di Q che divide f’(r),
dove m € Q\Q? e f ¢ il suo polinomio minimo su K; sia o € V,,_1\Vj,.

Sappiamo che Q™||(o(w) — ), poiché se Q™ |(o(7) — 7), si avrebbe che o € V,,,; ma:

f=1l@-om@) = fFm=> 1]@-om@)= [ x-o),
ocE i=1 ooy occ€E\{1}

dunque la potenza esatta di @ che divide f'(7) é:

k=Y m|Vua\Val.

m>1
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A questo punto, detto r il minimo m per cui V,,, = {1}, si ha:

r—1 r—1
E=> mVi i \Via| = D Vil = Vil = D (Vi = 1).
m>1 m=0 m=0

Osservazione. Riotteniamo dunque che Q° 'Ok ¢ Q°|Dx <= Vi # {1} < ple.
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6.5 Una dimostrazione del teorema di Kronecker-Weber

Quest’ultima sezione raccoglie gli esercizi 29 — 36 di pag. 125 — 129 del libro di Marcus per
dimostrare il famoso:

Teorema 6.5.1 (Kronecker-Weber). Ogni estensione abeliana di Q é contenuta in un’esten-
stone ciclotomica.

Cominciamo con alcuni semplici richiami.

Osservazione. Siano K, L estensioni abeliane di Q; allora anche KL é abeliana e si ha un’im-
mersione:

Gal(KL/Q) «—— Gal(K/Q) x Gal(L/Q)
o — (o1, 01L)

Dunque ogni estensione abeliana ¢é il composto di estensioni abeliane di grado potenza di un
primo.

Proposizione 6.5.2. Sia K/Q un’estensione abeliana di grado p™. Allora esiste un’estensio-
ne K'/Q di grado potenza di p in cui p € l'unico primo ramificato e, se K' é contenuta in
un’estensione ciclotomica, allora lo é anche K.

Dimostrazione. Sia ¢ # p un primo di Z ramificato in K e sia Q|g¢ primo di K; poniamo
e =e(Qlg).

Allora Vi(Q|q) = {1}, in quanto ¢ t e che é potenza di p.

Per una proposizione nella precedente sezione, si ha che e|N(¢) — 1 = ¢ — 1; dunque esiste
un’unica sottoestensione L di Q((,) di grado e su Q. Evidentemente ¢ ramifica totalmente in
L, in quanto lo fa in Q(¢,).

Sia U un primo di KL sopra @, e sia K’ = (KL)?WWI9; abbiamo il diagramma:

U

Sicuramente ¢ non é ramificato in K’; ma se p’ # ¢ non é ramificato in K, allora non é ramificato
in K L in quanto non é ramificato in L e a maggior ragione non é ramificato in K'; segue che p
¢ I'unico primo ramificato in K.

Consideriamo I'immersione Gal(KL/Q) — Gal(K/Q) x Gal(L/Q) e osserviamo che la sua
restrizione a E(U|q) d4 un’immersione

E(Ulg) — E(Qlq) x Gal(L/Q)

in quanto se o(a) = a (U) Ya € Ok, allora ojx(a) = (UNK) Vo € O.

Ma allora ele(Ulq)|e?, da cui Vi(Ulq) = {1} perché e(U|q) é potenza di p; di conseguenza
E(U|q) é ciclico (poiché % é ciclico) e quindi E(U|q) = Z/eZ in quanto si immerge in E(Q|q) X
Gal(L/Q).

Visto che gli indici di ramificazione sono moltiplicativi nelle torri, si ha che U non é ramificato
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su L, ma é totalmente ramificato sul campo d’inerzia K’; segue quindi che KL = K'L, poiché
se K'L ; KL, U sarebbe contemporaneamente totalmente ramificato e non ramificato su K'L,
assurdo.

Notiamo infine che [K’ : Q]lep™ é potenza di p e se K C Q((n), allora K C KL = K'L C

Q(C[m,q] ). u

La precedente proposizione ci assicura che dobbiamo mostrare il teorema di Kronecker-Weber
solo per le estensioni abeliane K di Q di grado p™ in cui p é 'unico primo ramificato.
Concentriamoci come primo caso su p = 2.

Osservazione. Se [K : Q] = 2, allora K é una fra Q(i), Q(v/2) e Q(v/—2) (tutte contenute ad

esempio in Q((g)).

Infatti essendo 2 I'unico primo ramificato, disc(K) deve essere una potenza di 2; posto K =
Q(yv/m), m#1 (4) perché disc(K) sarebbe dispari, se m =3 (4) allora disc(K) = 4m deve
essere potenza di 2 e quindi m = —1, se m =2 (4) allora disc(K) = 4m deve essere potenza
di 2 e quindi m = +2.

Proposizione 6.5.3. Fissatop=2 em > 1, allora K C Q({am+2).

Dimostrazione. Sicuramente Q(\/i) C K, in quanto K N R ha un’estensione quadratica di Q
reale che per quanto visto nell’osservazione deve essere Q(\@)

Sia L = Q((om+2) NR; Gal(L/Q) = % = 7./2™7 é ciclico; dunque sia o € Gal(L/Q) un
generatore del gruppo.

o si estende a 7 € Aut(K L); poniamo F = (KL)™.

Evidentemente F'N L = Q, in quanto ' N L ¢ il sottocampo di L fissato da 7, = o che ha
ordine 2™ = [L : Q]; di conseguenza F' ¢ R, altrimenti conterrebbe Q(v/2) e L 2 Q(v/2).
Inoltre [F : Q] < 2, poiché altrimenti allo stesso modo F'NR 2 Q avrebbe intersezione non
banale con L, dunque per 'osservazione precedente F é uno fra Q, Q(i) e Q(v/—2).

Si vede anche che ord(7) = 2™, in quanto 2™ = ord(o)| ord(7), mentre 'immersione Gal(K L/Q) —
Gal(K/Q) x Gal(L/Q) mostra che ord(7)[2™; da questo segue che [KL : Q] = 2™ oppure
[KL:Q] =2 2m = 2m+1,

Nel primo caso si ha che KL = K = L C Q((am+2), mentre se F' = Q(i) (se F = Q(v/-2) é
analogo), si ha che L(i) = KL e L(i) = Q((am+2), in quanto [L(i) : L] =2 e i € Q((am+2) €
i€ FCKL,dacui K C KL =Q({am+2). O

Supponiamo ora p > 2 e m = 1. Sia P un primo di K sopra p. Allora P é ramificato su p,
altrimenti non ci sarebbero primi ramificati nell’estensione, e dunque e(P|p) = p.
Allora:

Proposizione 6.5.4. Dy g = P*P~1.

Dimostrazione. Sia m € P\P? (e dunque 7 ¢ Q = PP); allora 7 ha grado p su Q e dunque sia
f(z) = a? + aaP~' + ... + q, il suo polinomio minimo.

Visto che 1,7, ..., 7" ! sono indipendenti modulo p, allora la combinazione lineare 77 +a; 7?1+
...+ a, = 0 mostra che pla; Vi.

Sia P* la potenza esatta di P che divide f’(r); allora p— 1]k per la formula di Hilbert, in quanto
essendo |E|=p—1, |V, =00 p—1V¥m > 0. Scriviamo inoltre f'(7) =prP~ ' +... 4+ a, 1; la
potenza esatta di P che divide ja, ;jm/~! é P°Y con §(j) = j (p), dunque gli esponenti delle
potenze esatte di P che dividono i monomi di f/(7) sono tutti diversi (perché diversi modulo
p), da cui k = min; §(j).

Ora §(p) = 2p — 1, dunque k& < 2p — 1, ma p — 1]k, dunque k& = 2(p — 1).

Osservando che P é I'unico primo ramificato su Q, per quanto visto Dg /g = p2r—1), n

Proposizione 6.5.5. Supponiamo p >2 e m = 2. Allora G = Gal(K/Q) € ciclico.
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Dimostrazione. Sia P un primo di K sopra p. Allora P é totalmente ramificato sopra p, poiché
in caso contrario non ci sarebbe nessun primo ramificato nel campo d’inerzia K%; ma allora
|E(P|p)| = p? e |Vi(P|p)| = p?, in quanto V; é il p-Sylow di F.

Inoltre, detto V, il primo gruppo di ramificazione per cui |V,| < p?, si ha che |V,| = p, in quanto
VTTT ¢é somma diretta di gruppi ciclici di ordine p.

Sia ora H un qualsiasi sottogruppo (normale) di G di ordine p, e sia K il campo fissato da

H; si ha per la proposizione precedente:
@K/Q = @K/KH (@KH/QﬁK) = QK/KH (le(pil)ﬁl() — @K/KHPQ(pil)p,

con Py = PN K in quanto P é totalmente ramificato su p (e dunque su Py).

Perci6 D /xu ¢ indipendente da H, ma d’altra parte, la potenza massima di P che divide
D €Y so (Vi(PlPr) —1) = >, <o ([Vi(Plp) N H| — 1), che é strettamente massimiz-
zato se H =V, (altrimenti |V,,(P|p) N H| < |Viu(P|p)]).

Segue quindi che ci pud essere solo un sottogruppo di GG di ordine p, cioé G € ciclico. O

Corollario 6.5.6. Esiste un unico campo con p > 2 e m = 1; in particolare per l'unicitd é
l'unico sottocampo di grado p su Q di Q((2).

Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che ne esistano due, diciamo K; e K. Allora K; N
Ky = Q (il grado dell’intersezione deve dividere p), dunque KK, ha grado p* su Q (se fosse
p allora K1Ky = K; = Kj) e Gal(K 1 K,/Q) = Z/pZ x Z]pZ, assurdo per la proposizione
precedente. O

Teorema 6.5.7. Sia p > 2 em > 1. Allora K € l'unica sottoestensione di grado p™ su Q di
L = Q({ym+1) (Vunicitd seque dal fatto che Z/p™Z € ciclico).

Dimostrazione. Sia o € Gal(L/Q) un generatore del gruppo di Galois di L/Q e si estenda a
7 € Aut(K L); sia inoltre F = (K L),

Con un ragionamento analogo a quello del teorema con p = 2, si vede che ord(7) = p™ e
FNL=Q; maallora F = Q, poiché altrimenti F' e L conterrebbero un campo di grado p su
Q, che ¢ unico, e quindi si avrebbe FNL 2 Q.

Abbiamo in conclusione che [KL : Q] = p™, cioé KL =K = L. ]

85



