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Introduzione

Questi appunti nascono nel primo semestre dell’anno accademico 2015/2016, periodo nel quale
io ho seguito il corso della professoressa Del Corso; seguono abbastanza fedelmente le lezioni
tenute dalla professoressa, e i testi di riferimento sono i libri “Algebra” di Bosch, “Algebraic
Number Theory” di Frohlich e Cassels (soprattutto per la parte di coomologia di gruppi di
Galois), “Class Field Theory” di Neukirch e “Algebra” di Lang (questi ultimi due quasi esclu-
sivamente per gli esercizi).

Gli esercizi presenti sono stati quasi tutti svolti in classe, e sono tutti contenuti nei testi citati
sopra.

Avendo io stesso studiato su questi appunti, dovrebbero essere abbastanza sgombri da errori,
ma chiedo a chiunque usi questi appunti di segnalarmi qualsiasi tipo di errore presente, ad
esempio per mail (mezzedimi@mail. dm.unipi.it).

Questi appunti si trovano sulla mia pagina web http://poisson.phc.unipi.it/ "mezzedimi/.

Giacomo Mezzedimi



1 Estensioni di campi

1.1 Estensioni finite e estensioni algebriche

Nel seguito sia L/K un’estensione di campi.

Definizione 1.1.1. L ¢ un K-spazio vettoriale; definiamo grado dell’estensione [L : K] =
Se [L : K] < oo l'estensione si dice finita, altrimenti si dice infinita.

Proposizione 1.1.1. K C FF C L. Se due fra L/F, F/K e L/K sono finite, allora lo é anche
la terza. In particolare [L : K] =[L: F]-[F : K].

..... » © una K-base di I, ¢ facile
vedere che {wjq;}i=1,.,m ¢ una K-base di L. O

.....

.....

Definizione 1.1.2. K C L, o € L. « si dice algebrico su K se 3f(x) € K[z]\{0} tale che
f(a) = 0; altrimenti si dice trascendente.
L/K si dice algebrico se ogni a € L ¢ algebrico su K.

Osservazione. Sia L/K un’estensione e sia o € L. Consideriamo I'omomorfismo di anelli
(surgettivo):
Yo Klz] — Klo]
p(x) — pla)
Per definizione, si ha che Ker(p,) # {0} <= « & algebrico; dunque, se « & trascendente,
Ker(¢,) = {0} e percio K[z] = K|a].
Se invece « ¢ algebrico, allora Ker(y,) ¢ un ideale di K[xz], che ¢ un PID, dunque Ker(yp,) =

(ta(x)) con () # 0.
Per il teorema di omomorfismo, la mappa di valutazione si quozienta a un isomorfismo:

Pa (e (@) -
—

Ma Kla] € L & un dominio, dunque (pq(z)) € primo, ma Klz| ¢ un PID, dunque (uq(x)) €
massimale e di conseguenza K[a] & un campo; segue quindi che K[a] coincide con il suo campo
delle frazioni K («) e che u,(x), scelto monico, & irriducibile.

Osserviamo infine che la K-base {1,7,...,72" 1} di (:Z[(‘ﬂ)) va nella K-base {1,a,...,a" '} di
Kla].

Segue dunque:

Proposizione 1.1.2. Sia o € L algebrico su K. Allora [K(a) : K] = deg (1o (x)).

Definizione 1.1.3. Secondo le notazioni dell’osservazione precedente, definiamo polinomio
minimo di « il polinomio monico e irriducibile p, ().

Proposizione 1.1.3. L/K finita = L/K algebrica.

Dimostrazione. Se [L : K| = n, allora Vo € L, 1,,...,a" sono dipendenti su K e dunque
esiste una relazione di dipendenza lineare fra di esse. O

Osservazione. 1l viceversa e falso; fra poco esibiremo un controesempio.



Definizione 1.1.4. ay,...,a, € L. Allora definisco ricorsivamente K(aq,...,a,) :=

K(ag,...;on-1)(an).
Se invece S C L & un sottoinsieme, definisco:

K(S)= |J K(S)).
SyCS
Sy finito

Osservazione. K (S) ¢ un campo, in quanto se «, 5 € K(5), allora esistono S,, S C S finiti tali
che a € K(S,) e 8 € K(Sp), e dunque a+8,a8,a™! € K(S,USs) C K(S) poiché S,USs; C S
e finito.

Osservazione. K(S) ¢ il piu piccolo sottocampo di L che contiene sia K sia S; in altre parole:

K@) = (] F

K,SCFCL

Infatti I'inclusione O ¢ ovvia, in quanto K (S) ¢ un sottocampo di L che si va ad intersecare
per ottenere ﬂK,nggL F', mentre per l'altra basta notare che VK, S C ' C L e VS; C S
finito, K (Sy) C F' (poiché F & un campo), da cui K(S) C F VK,S C F C L e cioe K(5) C
Nk,scrcr F-

Definizione 1.1.5. K, F C L. Definisco il composto KF' di K e F come il pitl piccolo
sottocampo di L che contiene sia K sia E.

Osservazione. Per quanto visto, si ha che KF' = K(F) = F(K).

Proposizione 1.1.4. S C L sottoinsieme tale che ogni o« € S ¢ algebrico su K. Allora K(S)/K
¢ algebrica. (Dunque L/K ¢ algebrica <= ¢ algebricamente generata).

Dimostrazione. Sia v € K(S); v € K(ay,...,q,) per certi aq, ..., a, € S per definizione.

Ma K(aq,...,0,)/K & finita (in quanto ogni K(ay,...,ca; 1)(e;)/K(cq,..., ;1) ¢ finita
perché «; ¢ algebrico su K e a maggior ragione su K(aq,...,a;_1)), quindi algebrica, e percio
~ € algebrico su K. O

In realta, con la dimostrazione precedente abbiamo anche mostrato:
Corollario 1.1.5. Se L/K ¢ finitamente generata da elementi algebrici, L/K ¢é finita.

Osservazione. Ogni campo K contiene o Q o F, per un certo p € N primo. Infatti, fissato K,
consideriamo 'omomorfismo di caratteristica:

v: Z — K
1 — 1g

Per il teorema di omomorfismo, ﬁ(gp) — K se Ker(p) = (0), allora Z C K e dunque Q C K
Z

(perché K & un campo) e char(K) = 0; se invece Ker(¢) = pZ (in quanto Ker(z) ¢ un dominio

perché contenuto in un campo), si ha che F, C K e char(K) = p.

Esempio (Estensioni quadratiche). Sia L/K un’estensione di grado 2, con char(K) = char(L) #
2. Allora L = K(«) con a un qualunque elemento in L — K; se pi, € il polinomio minimo di «,
allora L = K(v/A), dove A ¢ il discriminante del polinomio.

Dico che, se a,b € K* — K*?, K(y/a) = K(vVb) < abe K*2.

Dimostrazione. Vediamo 'implicazione =, (I'altra ¢ del tutto ovvia).
Vae K(Wb) «— Va=z+yVb < a=12>+y?b+ 2xyvb = 22y = 0 (1,+/b) & una base
di K(vb)) = 2y =0 = 2 = 0 (altrimenti a € K*?) = a = y?b = ab = y?* € K*%. O
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Dunque le estensioni quadratiche di K 2 F, sono parametrizzate da % tramite la mappa
iniettiva: i}
K — {LDKJ|L:K]=2}

K*2

ak*? K(\/a)

Osservazione. L/K estensione. Allora F' = {a € L | « ¢ algebrico su K} & un’estensione
algebrica di K.

Infatti & un campo in quanto se a, 3 € F, o, 8 € K(«, 3) che & algebrico su K, quindi a 4
B,aB,a"t € K(a,3) C F, ed ovviamente F//K ¢ algebrica.

Osserviamo inoltre che F' e la piu grande sottoestensione di L algebrica su K.

Esempio (Estensione algebrica non finita). Sia F' = {a € C | « ¢ algebrico su Q}. F/Q ¢
algebrica ma non finita, in quanto Vn € N, /2 € F e [Q(¥/2) : Q] = n (infatti 2™ — 2 ¢
irriducibile per il criterio di Eisenstein).

D’ora in poi, ogni volta che incontreremo una proprieta P sulle estensioni di campi, ci chiede-
remo se essa si conserva:

1. nelle torri di estensioni, cioé se P vale in L/F e F/K,

L
4

F
d

K

e vero che P vale in L/K?

2. nel traslato, cioe se P vale in /K,

¢ vero che P vale in EF/F?

3. nel composto, cioe se P vale in F/K e F/K,

E

VAN
E (k) F
N

K

¢ vero che P vale in EF/K?

Osservazione. Se la proprieta P si conserva nelle torri e nel traslato, allora e evidente che si
conserva anche nel composto.

Vediamo ora se le proprieta “essere finita” e “essere algebrica” si conservano nei tre casi.



Proprieta. e P = “essere finita”.

1. Py si conserva nelle torri, come abbiamo gia visto.

2. Per vedere che P; si conserva nel traslato, mostriamo che dato un diagramma:
EF
E F
K
allora m < n.

Questo segue dall’osservazione che, se £ = (wy, ..., w,)k, allora EF = (wy, ..., w,)F
(ma in generale non si ha che [E'F : F]|[E : K|; un controesempio puo essere:

Q(V2,¢3)

N
3 s QG
NG ! rd

Q( V2)

in quanto 21 3).
3. Visto che si conserva in 1 e 2, allora P; si conserva anche in 3.

e P, = “essere algebrica”.

1. P5 si conserva nelle torri; per vederlo consideriamo le estensioni:

L

F

K

e supponiamo che L/F e F/K siano algebriche. Sia o € L. Allora 3f(z) € Flx]\{0}
tale che f(a) = 0.

Se f(z) =Y i@, a & algebrico su Fy = K(ao,...,a,), ma ag,...,a, sono alge-
brici su K, quindi Fy/K ¢ finita, ed essendo Fy(«r)/Fp finita, si conclude che Fy/K
e finita e dunque algebrica, cioe a & algebrico su K.

2. P, si conserva nel traslato; se abbiamo il diagramma:
EF
E F
K

e E/K ¢ algebrica, allora EF = F(E)/F & algebricamente generata, in quanto gli
elementi di £ sono algebrici su K e dunque su F', e quindi algebrica.
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3. Visto che si conserva in 1 e 2, allora P, si conserva anche in 3.

1.2 Esistenza e unicita della chiusura algebrica

Definizione 1.2.1. F' campo si dice algebricamente chiuso se soddisfa una delle seguenti
condizioni equivalenti:

1. Vf(z) € Flz], deg (f) > 1, f ha una radice in F};

2. Vf(x) € Flx|, deg(f) > 1, f si spezza completamente in F' come prodotto di fattori
lineari;

3. gli unici polinomi irriducibili di F[x] sono quelli di grado 1.
Teorema 1.2.1 (fondamentale dell’algebra). C ¢é algebricamente chiuso.

Definizione 1.2.2. K C F'. F' si dice chiusura algebrica di K se ¢ algebricamente chiuso e
I'estensione F'/K ¢ algebrica.

Esempio. C ¢ la chiusura algebrica di R (e algebrica perché finita), ma non e la chiusura
algebrica di Q (seguira dal fatto che la chiusura algebrica di un campo infinito ha la stessa
cardinalita del campo stesso).

Osservazione. Q = {a € C | a & algebrico su Q} & la chiusura algebrica di Q.

Dimostrazione. Per quanto visto ci basta mostrare che Q & algebricamente chiusa; sia dunque
f(z) € Q[z] C Clx] con deg (f) > 1.

C ¢ algebricamente chiuso, dunque 3o € C tale che f(a) = 0; a & algebrico su Q che ¢ algebrico
su Q, dunque « & algebrico su Q e cioe a € Q. O

Con la stessa dimostrazione si pud mostrare:

Proposizione 1.2.2. K campo ¢ L O K algebricamente chiuso. Allora K = {a € L |
a & algebrico su K} é una chiusura algebrica di K.

In generale, dunque, il problema di trovare una chiusura algebrica per K si riduce a trovare un
campo ambiente L, piu grande di K, che sia algebricamente chiuso.

Lemma 1.2.3. Siano fi(z),..., fu(x) € K[z]|. Allora 3K’ O K tale che f; ha una radice in
K'Vi=1,...,n.

Dimostrazione. Vediamolo per induzione su n:

n=1) Se fi(x) = ui*(z) ... pui(z) & la fattorizzazione di f; in Klz|, il campo

e tale che 7 ¢ radice di f;.

n > 1) Per ipotesi induttiva abbiamo F' O K in cui fi,..., f,—1 hanno una radice. Come prima,
se fo(x) =M (x) ... 4% (z) & la fattorizzazione di f, in F[z], si ha che
K/ — F[x]

e il campo voluto.



[]

Teorema 1.2.4 (di esistenza di una chiusura algebrica). Sia K un campo. Allora 3K chiusura
algebrica di K.

Dimostrazione. Come primo passo, cerchiamo un’estensione E; di K in cui ogni polinomio di
K[z] ha una radice.

Indicizziamo linsieme {p(x) € K|z] | deg(P) > 1} = {pa(x)}reca; denotiamo dunque X =
{z)}ren, dove x) & un’indeterminata “associata” al polinomio py.

In K[X] prendo lideale I = (px(2x))rea e affermo che I & K[X].

Supponiamo per assurdo che si abbia

1= Z a;py; (x)\z)
=1

per certi ag,...,a, € K[X].

Sia K’ O K che contiene una radice «; di py,(x) Vi = 1,...,n (che esiste per il lemma);
consideriamo allora I’'omomorfismo di valutazione:
p: K[X|] — K’
Ty, Vi=1,...,n
Ty — 0 Ve A\{Ai}izl,...m
a —  a Va € K
Abbiamo:

n

1—@&)—¢<Z}W&@w>—}:meum@MD—E:wmmeﬁ—Q

=1

che e un assurdo.
Ma allora I & K[X] e quindi I € M ideale massimale. Definisco E} = %
Sicuramente K C E; (piu precisamente K < FE7), in quanto:

KX

w:K<—>K[X]—>L:E1
M

e M non contiene 1, quindi ¢ ¢ iniettiva perché non nulla.
Preso ora Ej, ripetiamo il ragionamento appena concluso per ottenere Fs, e ricorsivamente
costruiamo K C F; C Ey C ... in cui E;;; contiene le radici dei polinomi di E;[z]; definiamo:

E:Um

n>1

E & un campo perché unione di campi in catena. Dico che E e algebricamente chiuso.
Sia f(x) € E[z], deg (f) > 1; 3y tale che f(x) € Ej,[x], quindi in E, ; C E ¢’¢ una radice di
S

Concludo considerando K = {a € E | a & algebrico su K}. O

Osservazione. Ripercorrendo la precedente dimostrazione, affermo che in realta K = E (e
dunque 'ultimo passaggio era inutile).

Per mostrarlo, basta vedere che E;/E;_; ¢ algebrica Vi (basta vederlo su E; /K, poiché per gli
altri il ragionamento & analogo).

E, = W = K [{ZTx}xea], che & un’estensione di K algebricamente generata e dunque
algebrica.



Esempio. Dico che

F, = | Fpr

n>1

¢ una chiusura algebrica di [F,,.

Dimostrazione. Sicuramente ¢ un campo, poiché comunque dati Fyn e Fym, esiste Fpnm che li
contiene entrambi.

F,/F, & algebrica, poiché se a € F,, a € Fyn per un certo n e dunque « & algebrico su F,,.
Infine, se f(z) € F,[z], deg (f) > 1, In tale che f(x) € F,n[z]; sicuramente Ja in una chiusura
algebrica di IF,, tale che f(a) = 0, ma allora Fpn(«) = F,na per un certo d, da cui f ha una
radice in F,. [l

Osservazione. Sia K un campo infinito. Allora la cardinalita di una sua chiusura algebrica
coincide con la cardinalita di K.

Dimostrazione. Denotiamo con A 'insieme degli elementi algebrici su K (in una chiusura al-
gebrica).
Osserviamo innanzitutto che:

K[a]| <Y |K[ala] = ) IK[™ = K] = Ro|K| = | K],

n>0 n>0 n>0

in quanto |K| = +oo0.
Affermo che |E;| = | K| (e quindi ricorsivamente |E,| = |K| ¥n); si ha:

Bi <) |K (o) = |K|-|A| < K] - | K] = |KP = |K].

acA

Si conclude notando che:
|E| =) |E,| = Ro|K| = |K].

n>1

]

Richiamiamo ora una costruzione classica in teoria dei campi, la cosiddetta estensione degli
omomorfismi.

Siano K,L campi, e sia ¢ : K < L un’immersione. Ci chiediamo per quali estensioni F'/K
algebriche esiste un ¢ : F' — L tale che ¢|x = ¢.

Osservazione. 1l caso F' = K(«a), con « algebrico, & particolarmente semplice, in quanto dob-
biamo definire solo @(«).
Sia p il polinomio minimo di « su K. @(«) posso sceglierlo fra le radici di ¢(u)(z) in L, in

quanto ¢(u)(p(a)) = g(u(a)) = 0. Segue dunque:

Proposizione 1.2.5. F = K(«) con « algebrico e ¢ : K — L immersione. Allora esistono
esattamente m estensioni di o a F dove m = #{radici distinte di p(p) in L}.

In particolare, se ¢ = id e L = K, linclusione i : K < K si estende a F in m modi, dove
m = #{radici distinte di ju in K}.

Proposizione 1.2.6. F/K algebrica. Se K D K € algebricamente chiusa, alloraVy : K — K,
) F' — K tale che ¢ = .



Dimostrazione. Sia F = {(E,¢) | K C E CF, ¢ : E — K tale che ¢x = ¢}. Poniamo in F
un ordine parziale definito da (E,v) <X (E',¢') se EC E' e %’E = ).

(F,v) e induttiva: se (Ey,¥n)aen € una catena, posto £ = |J,c, Ex eyt B — K tale che
v = () se v € Ey (e v & ben definita per la definizione di <), allora (E, 1)) ¢ un maggiorante
della catena.

Per il lemma di Zorn, 3(Fp, ) € F massimale.

Dico che Fy = F; se esistesse @ € F\Fy, ¢ : [y — K si estenderebbe a % : Fya) — K,
assurdo per massimalita di Fj. O

Corollario 1.2.7 (Unicita della chiusura algebrica). Se K e K' sono chiusure algebriche di K,
allora 3 : K — K isomorfismo tale che ¥k = id.

Dimostrazione. Sia i : K « K. K/K & algebrica, dunque per la precedente proposizione
) K — K tale che Y =i (e dunque ¢ ¢ iniettiva perché non 0).
Resta da mostrare che 1) & surgettiva. Osserviamo che (K) & algebricamente chiuso; sia infatti

p(x) € Y(K)[z], ciot p(x) = ¥(q)(x).

o(z) € Kz], dunque Ja'€ & tale che g(a) = 0, da cui p($(a)) = ¥(g)((a)) = b(g(a)) = 0,
cioe 1(a) € ¥(K) & una radice di p.

Visto che linclusione ¢(K) C K & ovvia, vediamo altra: sia v € K .

7 & algebrico su K, e a maggior ragione & algebrico su ¢(K), quindi v € ¢(K) perché ¢(K) &
algebricamente chiuso. O

Proposizione 1.2.8. K(a)/K algebrica, ji, € K[z] polinomio minimo di o, ¢ : K — K,
deg tto, = n. o
Se 1o ha m radici distinte in K, allora ¢ si estende in m modi a K(«).

Dimostrazione. Sappiamo che #{estensioni di p a K(«)} = #{radici distinte di p(us) in K}.
Vediamo che 11, € ¢(pa) hanno lo stesso numero di radici in K.
Siano {aq,...,a,} C K le radici distinte di pq.

fa(®) = (T — 1) - (2 — )

fattorizzazione in K[z]; sia $ : K — K che estende ¢. Allora:

P(pa) () = p(pa) () = (z — @(ar)) - ... - (z = Blam)) ™,
e le ¢(a;) sono distinte in quanto @, essendo non nulla, & iniettiva. ]

Osservazione. Per il criterio della derivata, sui campi finiti e sui campi di caratteristica 0, i
polinomi irriducibili hanno tutte radici distinte (in particolare, sui campi di caratteristica p,
un polinomio ha una radice in comune con la sua derivata <= e somma di potenze p-esime
<= ¢ potenza p-esima.

Esempio. Sia K = F,(t), ¢(x) = 2 —t € KJz| ¢ irriducibile per il criterio di Eisenstein in
F,[t][z] (che ¢ un UFD), essendo ¢ primo, ma quindi ¢ irriducibile in F,(¢)[z] per il lemma di
Gauss; inoltre 27 —t = (r — «)P se « ¢ una radice del polinomio in una chiusura algebrica,
quindi ¢ ¢ un polinomio irriducibile con una sola radice.

1.3 Estensioni normali

Definizione 1.3.1. K campo, f(x) € Klz] con degf > 1. L DO K si dice campo di
spezzamento di f su K se:

e f(x) si spezza in fattori lineari in L[x];
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e L/K ¢ generata dalle radici di f in L.

Osservazione. K chiusura algebrica di K fissata, f € K[z], deg f > 1. Se f(z) = (v — ay)*" -
oo (z—a)™ in K= L=K(a,...,a,) ¢ 'unico campo di spezzamento si f su K in K.
Infatti K[z| ¢ UFD, dunque a meno di permutazioni le radici di f in K sono aq, ..., q,.

Definizione 1.3.2. F = {f;}ics1, fi € K[z], deg f; > 1 Vi. L & un campo di spezzamento di F
su K se:

o Vf, € F, fi sispezza in fattori lineari in L|x];

e [ /K ¢ generata dalle radici degli f; in L.

jzl ..... T,
]

Osservazione. Fissata una chiusura algebrica K, L non & altro che K [{oy;}7;

per j =1,...,n; sono le radici di f; in K.

Proposizione 1.3.1. L, L’ campi di spezzamento di F su K. Allora Yo : L — L’ tale che
ok =1id si ha che o(L) = L'.

Dimostrazione. Vediamo innanzitutto il caso F = {f}. f(z) =c-(z —a)* ... - (z — )" in
L; inoltre f(z) = o(f)(z) =c- (x —o(aq))® - ... (x — () in L/, dunque per definizione
L= K[U(al)u s 70<am)]‘

Nel caso generale si sfrutta il fatto che L = []._; L; e si applica ripetutamente il caso precedente.

i€l
O
Corollario 1.3.2. L, L' campi di spezzamento di f su K = L = L.
Dimostrazione. Basta estendere i : K — L/ con la proposizione precedente. O

Definizione 1.3.3. Un’estensione F/K algebrica si dice normale se Yy : F — F tale che
¢k = id si ha ¢(F) = F.

Proposizione 1.3.3. F/K algebrica, ¢ : F — F tale che o(F) C F e ¢ = id. Allora
p(F) = F.

Dimostrazione. Se [F : K] =n, ho che dimg ¢(F') = dimg F e dunque ¢(F) = F'.

In generale, sia a € F'; vediamo che a € ¢(F).

Sia fi, il polinomio minimo di « su K; per ipotesi ¢(ta) = fa, dunque per unicita della
fattorizzazione ¢, esteso a F, agisce per permutazione sulle radici {aq,...,q} di p,, cioe
ac{ay, ..., ={o(ar),...,p(aq)} C p(F). O
Teorema 1.3.4. F/K algebrica. Sono fatti equivalenti:

1. F/K é normale;

2. Vf € Klz| irriducibile, vale che se f ha una radice in F, allora si spezza completamente
m F;

3. F ¢&il campo di spezzamento su K di una famiglia di polinomi di K|x].

Dimostrazione. 1= 2) f € K|[z] irriducibile, f ~ p € K[x] polinomio minimo delle sue radici
(basta dividere per il leading coefficient), o € F radice di pu. Presa § radice di p e
considerata I'immersione: .

c: Kla) — F
a +— f
dell’identita su K, devo vedere che € F.
Sappiamo che Jp : F' — F tale che g (o) = 0; sicuramente p(a) = 8, ma ¢(F) = F,
dunque si ha che g € F.
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2 = 3) Considero I = {pt}acr, dove p, € il polinomio minimo di o su K. Dico che F ¢ il
campo di spezzamento di I.
Sicuramente F' & contenuto nel campo di spezzamento di I, ma per 2), pu, ha tutte le

radici in F', da cui la tesi.
3= 1) F campo di spezzamento di {p;(z)}icr; dunque F = K ({ozw}fe:}")

Sia ¢ : F' — F tale che pjx = id. ¢(ay;) = a;y € F, dunque p(F) = K({¢(a;;)}) C F.
[

Osservazione. Ogni estensione di grado 2 € normale, in quanto le radici sono coniugate.

Osservazione. Consideriamo la torre di estensioni K C F C L; se L/K ¢ normale, allora L/F
¢ anch’essa normale, in quanto soddisfa un’ipotesi pit debole.

Esempi. 1. Q(y/p | p primo) & normale su Q, in quanto campo di spezzamento di {z* —

p}p primo-

2. Q(¢mn | m > 2) ¢ normale su Q, in quanto campo di spezzamento dei polinomi ciclotomici
su Q.
3. F,(ValaelF,) =Fysep#2.

4. Fp((m | m > 2) =T,.
Vediamo ora come si comportano le estensioni normali nelle torri, nel traslato e nel composto.

Proprieta. P; = “essere normale.

1. P5 non si conserva nelle torri; in particolare, data la torre:

L

F

K

L/K normale # F/K normale e un controesempio puo essere:

Q(V2,¢)

Q(V2)

Q

in quanto Q(+/2) ¢ reale ma Q((3+¥/2) non lo &.
Inoltre L/F normale e F'//K normale # L/K normale; un controesempio puo essere:
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2. Pj si conserva nel traslato; consideriamo un diagramma:

L/LF\F
N

Prendiamo t : LF — LF = L tale che ¢\p = id; Y/(LF) = ¢(L)(F), ma ¢(F) = F e
Y(L) = L per normalita di L/K (in quanto ¥ = id).

3. Pj si conserva nel composto; dato il diagramma:
LF
L LNF F

N

K

se /K e L/K sono normali, allora anche LF/K ¢ L N F/K lo sono. Per vederlo,
prendiamo ¢ : LF — L tale che ¢ = id. Allora o(LF) = ¢(L)p(F) = LF per
normalita di entrambe; analogamente, se ¢ : LN F — L ¢ tale che gx = id, allora
O(LNF)=p(L)Np(F)=LNF.

Definizione 1.3.4. F/K algebrica, {p;}ic; immersioni con ¢; : F — K. La chiusura
normale di F//K ¢ il campo F = [[..; vi(F).

Osservazione. Se F = K(a), con jig(z) = (x—0q)® . . .- (x— ) in K, allora F = [Lwi(F) =
[L; K(c;) non ¢ altro che il campo di spezzamento di j,.

Proposizione 1.3.5. 1. Fissata una chiusura algebrica F di F, F ¢ la minima estensione
normale di K che contiene F'.

2. [F: K] < 400 = [F: K] < +00.

Dimostrazione. 1. o : F — K tale che ok = id; o(@i(F)) = (00 @) (F) = ¢;(F) per un
certo j € I, dunque F ¢ normale su K. B
Vediamo che ¢ minima, cioé che se L/K & normale e F' C L, allora F' C L.
Ogni ¢; : F' — K tale che ¢;;c = id si estende a ¢; : L — K tale che ¢;(L) = L, dunque
0i(F) C (L) = L Vi e percid F =[] F; C L.

2. Se F=K(ag,...,ap), F & campo di spezzamento su K di {lhays- -+ fa, }, dunque f/K
¢ finita in quanto finitamente generata.
]

Definizione 1.3.5. F'/K finita. Si definisce nucleo normale F = (), ¢;(F).
Osservazione. Si puo mostrare che ¢ la massima sottoestensione di F//K normale su K.
Esercizio. L/K normale, f € K|x] polinomio monico e irriducibile, f = fy-...- f, in L[z].

Allora Vi,j 30 : L — L con o =id tale che o(f;) = f;.
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Dimostrazione. Sia o; una radice di f; e o;; una radice di f;; oy e a; sono coniugate su K perché
radici dello stesso polinomio minimo.
Se 0 : K(o;) = K con o = id realizza questo coniugio, cioe o(c;) = «;, allora lo estendo a

0 : L(ey) = K con G| (ay) = 0.
So che il polinomio minimo di a; su L ¢ f;, dunque o|.(f;) ¢ il polinomio minimo di o(a;) = ay,

cioe ’UV‘L(fZ) = fj. UJ

1.4 Estensioni separabili

Definizione 1.4.1. f € K[2]\{0}, deg f > 1 si dice separabile se le sue radici in K sono
tutte distinte.

Osservazione. La definizione ¢ ben posta, cioe non dipende dalla chiusura algebrica: se infatti
K & un’altra chiusura algebrica di K, esiste 0 : K — K’ che estende l'inclusione i : K — F,,
dunque se f(z) = (xr —a1)® - ... - (¥ — a,,)*" in K[z], si ha che o(f)(z) = (x — o(ay)) - ... -
(z — (o)) in K [z] e le molteplicith non cambiano.

Proposizione 1.4.1 (Criterio della derivata). Sia f € K[z]\{0}, deg f > 1. Allora:
1. f ha radici multiple (in una chiusura algebrica) <= (f, ') # 1 in K|x];
2. se f ¢ irriducibile, f ha radici multiple <= f' = 0.

Dimostrazione. 1. Sia a € K una radice di f; f(r) = (z — a)g(x) per un certo g(z) € K[z].
Per la formula della derivata del prodotto, f'(x) = g(z)+(x—a)¢'(z), per cui f'(a) = g(a),

dunque « ¢ radice doppia <= (z —a) | (f, f') in Klz].
Ma se fosse che (f, f') = 1 in K][z], si avrebbe che a(z)f(z) + b(z)f'(z) = 1 in K[z] e
dunque in Klz], assurdo.

2. Per 1), f ha radici multiple <= (f,f') # 1 in K[z], ma (f, f') | f che ¢ irriducibile,
dunque (f, f') = f. Ma deg f’ < deg f, dunque f" = 0.
O

Corollario 1.4.2. Sia f € K[z]\{0} irriducibile, deg f > 1. Allora:
1. se char(K) =0, f ¢ separabile;

2. sechar(K) =p er = max {k: eN ‘ dg € Klx]| tale che f =g (xpk) }, ogni radice di f ha
molteplicita p", g & irriducibile in K[z] e separabile e gli zeri di f sono le radici p"-esime

degly zeri di g.

Dimostrazione. 1. Se char(K) = 0, degf’ = degf —1 > 0 = f' # 0, dunque per la
proposizione precedente f e separabile.

2. Innanzitutto tale r esiste, in quanto, se S = {k eN ‘ dg € Klz] tale che f =g <xpk> },

0€SekecS=degf>p" dunque S ¢ limitato e dunque ammette massimo.

Sia g(x) = ag + ... + a,a™; allora f(z) = ag + ...+ a,z"".

Se si avesse che ¢'(z) = a; + 2asx + ... + na,z"" ! = 0, allora ka, = 0 Vk, cio¢ p | k
o p | ax, dunque si avrebbe che g(z) = 3, aya?’ = h(2?) con h(z) = 3, ay;a’, da cui
f(x)=nh (xpTH), assurdo per massimalita di r.

Dunque g ¢ separabile; inoltre e irriducibile (altrimenti neanche f lo sarebbe), e dunque
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ha radici semplici: scriviamo g(x) = [, (v — o), a; # a; Vi # j.
Ma allora:

@ =g9(@) =[] ~a)=T[ (= -a") =[-8

7 7 7

dove i f3; sono le radici p"-esime degli «;.
O

Definizione 1.4.2. L/K estensione di campi. « € L algebrico su K si dice separabile su K
se o () & separabile.
L/K si dice separabile se & algebrica e ogni a € L & separabile su K.

Esempio. Se K =TF,(t) e o = t, abbiamo visto che K(a)/K non ¢ separabile.

Osservazione. Ogni campo di caratteristica 0 e tale che ogni sua estensione algebrica e separa-
bile.

Definizione 1.4.3. K campo si dice perfetto se ogni sua estensione algebrica e separabile.

Osservazione. I campi di caratteristica 0 e i campi finiti sono perfetti (infatti in F,» un polinomio
ha derivata 0 <= & somma di potenze p-esime <= & una potenza p-esima).

Definizione 1.4.4. L/K algebrica. Definiamo grado separabile di L/K:
[L: K], = |[Homg (LK) =#{¢: LK | px=i: K= K}.

Osservazione. 1l numero ‘HomK(L,F)} e indipendente dalla chiusura algebrica: se K & unal-
tra, detto o : K — K Tisomorfismo canonico fra di esse, e facile vedere che:

— —
Homg (L, K) — Homg(L,K)
2 — oo
e una bigezione.
Osservazione. Se o : K < K ¢ una qualsiasi immersione, allora:

‘HomK(L,?ﬂ = #{gp L= K | pg = a}

e una bigezione fra i due insiemi ¢ data come prima da ¢ +— g o, dove 0 : K — K ¢
un’estensione di o.

Proposizione 1.4.3. L = K(«), « algebrico su K. Allora:
1. [K(a): K], = #{radici distinte di jio, in K};
2. « é separabile su K <= [K(«a): K|; = [K(a) : K|;
3. se char(K) =p e p" ¢é la molteplicita di o in iy, allora [L: K| =p"[L : K|s.

Dimostrazione. 1 primi due punti seguono da fatti noti; vediamo il terzo.
Abbiamo visto che in questo caso pq(x) = g (a:pr), con g € Klz| irriducibile e separabile.
Allora:

deg f [L: K]

[L: Kls; = #{radici distinte di f} = #{radici distinte di g} = degg = p g
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Proposizione 1.4.4. [l grado di separabilita é moltiplicativo nelle torri, cioé, date le estensioni
K CLCM con M/L e L/K algebriche e finite:

(M : Kls=[M: L]s-[L: K.

Dimostrazione. Sia K la chiusura algebrica di M. Poniamo m = [M : L], = | Homy (M, K)| =
#{r;}, n=[L: K], = |Homg (L, K)| = #{0;}; se ; : K — K & un’estensione di oy, affermo
che Homg (M, K) = {5, 0 7;}.

Sicuramente g; o 7; € HomK(M K), in quanto se a € K, (5; 0 7;)(a) = 7i(1j(a)) = 7i(a) =
oi(a) = a; inoltre se ; 07, = gy o Ty, T} = 0y logyo 7; € dunque Vb € L:

b=7;(b) = (6, 0T oTy)(b) = (G 0 Tv)(b),

da cui g;(b) = g(b), e cioe 0; = oy, da cui i =7'.

Di conseguenza, per invertibilita di o; e oy, si ha 7; = 7/, cioe j = j'; dunque gli 7; o 7; sono
nm omomorfismi distinti.

D’altra parte, sia n : M — K immersione che estende i : K — K; L € Homg (L, K),
dunque 7, = o; per un certo ¢. Ora, per estendere o; a 0y, per 'osservazione precedente ho
esattamente [M : L], = m possibilita, da cui [M : K], < nm. O

Proposizione 1.4.5. L/K finita. Allora:
1. sechar(K) =0, [L: K|],=[L: K]
2. se char(K) = p, esiste r € N tale che [L : K] =p"[L : K];.

Dimostrazione. Detta L = K(ay,...,as), la tesi si ottiene usando la moltiplicativita del grado
di separabilita nelle torri e le stesse relazioni mostrate per estensioni semplici. ]

Proposizione 1.4.6. L/K finita. Allora sono equivalenti:
1. L/K ¢ separabile;
2. Ao, ..., a5 € L separabili su K tali che L = K(ay, ..., aq);
3. [L:K|=IL:K]s.
Dimostrazione. 1 =2) L = K(ay,...,q,) e sicuramente tali elementi sono separabili.

2 = 3) Essendo K(ay,...,q;)/K(aq,...,a;_1) separabile Vi, la tesi segue applicando la mol-
tiplicativita nelle torri del grado e del grado di separabilita e 'uguaglianza [L : K] =
[L : K], per le estensioni semplici.

3=1) Sia a € L, us(x) € Klz] il suo polinomio minimo; sicuramente Ip,r € N tale che
[K(a) : K] =p"[K(a) : K]s, e « € separabile su K <= r =0.
Per ipotesi [L : K(« )] [K(a): K] =[L:K]=[L: K|, =[L: K(a)]s - [K(a) : K],
ma [L: K(o)]s | [L: K(a)] e [K(«) : K]s | [K(«) : K], dunque ci sono uguaglianze e
quindi « e separablle su K.
O

Corollario 1.4.7. L/K algebrica, L = K(S) con ) # S C L sottoinsieme qualsiasi. Allora
sono equivalentu:

1. L/K ¢ separabile;

2. Va €S, a é separabile su K.
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Inoltre, se vale una delle due condizioni, si ha che [L : K| = [L : K]s (possono anche essere
infiniti).

Dimostrazione. 1 = 2) Ovvia.

2=1) Se a € L e i, ¢ il suo polinomio minimo su K, allora per definizione di K(.5) si ha che
a€ K(o,...,an) = H per certi aq, ..., € S.
Ma H/K é finita e generata da elementi separabili, dunque per la proposizione prece-
dente e separabile, da cui a e separabile su K.

Rimane da vedere che, se L/K ¢ separabile e infinita, allora [L : K|; = +o00.

Vn € N, esiste M, tale che K C M,, C Len < [M, : K| < +oo, ma L/K ¢ separabile, dunque

M, /K ¢ separabile e quindi [L : K] > [M,, : K|, = [M,, : K] > n Vn, cio¢ [L : K]; = +0c0. [

Osservazione. Se [L: K] = [L : K|, = +o0, in generale non ¢ vero che L/K ¢ separabile.
Ad esempio, sia K = [F,(t) e L = K; posto F' = [F,(t), sicuramente si ha che L/K non &
separabile, ma ¢ infinita (in quanto [F': K| = 4-o00). Inoltre, K G F & L.

Ora F/K ¢ separabile, in quanto F,(t) = F,(¢)(FF,) generato da elementi separabili, dunque
[F': K] = 400 per la proposizione precedente; da questo concludiamo che [L : K]|; > [F :
K]s = +00.

Vediamo anche qua come si comporta la separabilita nelle torri, nel traslato e nel composto.

Proprieta. P, = “essere separabile”.

1. P, si conserva nelle torri; infatti, dato un diagramma:

L

F

K

vale che L/K ¢ separabile <= L/F ¢ separabile e F//K ¢ separabile.

=) Sicuramente F/K & separabile in quanto F' C L; inoltre il polinomio minimo di un
elemento di L su F' ha radici distinte perché e un divisore del polinomio minimo
dello stesso elemento su K (che ha radici distinte per ipotesi).

<) a € L; pu, € F[z] polinomio minimo di o su F' ha radici distinte. Se a, ..., a, sono
i coefficienti di pq, detto Fy = K(ay,...,a,), K C Fy C Fy(a) e Fy/K ¢ finita e
separabile, e Fy(a)/Fy ¢ finita e separabile, perché il suo polinomio minimo su Fj
divide il suo su F', da cui Fy(a)/K & finita e separabile e a & separabile su K.

2. Py si conserva nel traslato; consideriamo un diagramma:
LF
F L
K

Se F/K ¢ separabile, LF' = L(F'), ma o € F' & separabile su K = « € F' ¢ separabile su
L, da cui LF/L & separabile in quanto separabilmente generata.
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3. Py si conserva nel composto in quanto si conserva nelle torri e nel traslato.

Osservazione. Se L/K & separabile, allora la chiusura normale L /K ¢ separabile. Infatti basta
osservare che la separabilitd si conserva anche nel composto infinito, in quanto si conserva nel
composto finito ed é una proprieta che dipende solo dagli elementi nel campo.

Definizione 1.4.5. L/K algebrica. Si definisce chiusura separabile di K in L il campo
K, ={a € L | « ¢ separabile su K}.

Osservazione. K, ¢ effettivamente un campo, perché se a, f € K, allora K(a, ) 2 K(a +
B),K(aB), K(a™') D K e K(a, 3)/K ¢ separabile, cio¢ o &+ 3, af,a™ ! € K,.
Inoltre K ¢ la massima sottoestensione di L/K separabile.

Teorema 1.4.8 (dell’elemento primitivo). Sia F/K un’estensione finita e separabile. Allora F
¢ un’estensione semplice di K, cioé Iy € F tale che F' = K(v).

Dimostrazione. Se |K| < +oo, allora |F| < +o0o, dunque F* & ciclico, F* = (£), da cui
F=K().

Sia invece |K| = +o0; F' = K(ay,...,ay) per certi aq, ..., a, € F separabili su K. A meno di
una facile induzione, posso supporre F' = K(«, ), a, § separabili su K.

[F: K] =n = |Homg(F, K)| = n, quindi siano o1, . .., o, le immersioni di F/K. Cercoy € F
tale che [F(v) : F] = n, cioe tale che degu, = n, cioe tale che o1(7),...,0,(7) sono tutti
distinti.

Sia x indeterminata; consideriamo l’elemento o + /3 e il polinomio:

G(x) = [ [ (0i(a) +20i(B) = o5(a) — w0;(8)).
G ha (}) fattori lineari, dunque ha grado < (}); inoltre G(z) # 0, poiché o;(r) + zoy(8) =
oj(a) +z0j(f) <= oi(a) =0j(a) e 0;(8) = 0j(8) <= 0; e o; coincidono su F' <= i =j.

Percio G ha un numero finito di radici in K.
Visto che K ¢ infinito, 3t € K tale che G(t) # 0, cioe o;(a) + to;(5) # oj(a) + to;(B) Vi # j.
Se v = a +tf, si ha che 0;(y) # o;(v) Vi # j, come voluto. ]

Teorema 1.4.9. L/K finita. L/K ¢é semplice <= |{F | K C F C L}| < +o0c.

Dimostrazione. Se |K| < 400, entrambe le condizioni sono sempre verificate, quindi il teorema
vale.
Se |K| = +o00, vediamo le due implicazioni:

=) Sia L = K(«). Denotiamo p, r il polinomio minimo di « su F'; percio p, = fa.k-
Consideriamo la mappa:

{FI|KCFCL} — {divisori di p,}
F = Ha,F

se mostro che ¢ iniettiva ho la tesi.

Fissiamo F € {F' | K C F C L}; por € Folz], dove Fy = K(ay,...,a,), con ai,...,a,
coefficienti di pq, p.

Visto che Fy C F, sicuramente (i, F | flo, s Ma fo,p € Folz], quindi pig 5 = fa, 5 -

A questo punto, se fior = o Fr, allOTa fio p = flopr = far,, dacul F = Fy e F' = Fy,
cioe F'= F".
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<) A meno di un’induzione, posso supporre L = K(a, 3).
Le estensioni K (a + tf3) al variare di ¢ € K sono infinite estensioni intermedie, dunque
ne devono esistere due uguali, cioe 3t; # to € K tali che K(a +t10) = K(a + t33).
K(a+1t0) = K(a+t5) 3 f(t1 — t2), ma t; — ty ¢ invertibile, dunque 8 € K(a +1t15) e
per differenza o € K(a +t18). Segue che K(a+t,8) = K(a, ) = L.

]

Esempio (Estensione non semplice). Sia L = F,(z,y) e K = F,(z*,y?). K non ¢ altro che ¢(L),
dove ¢ ¢ il Frobenius di L. Dico che L/K non ¢ semplice.

K C K(x) C K(z)(y); si ha che [K(x) : K] = p, in quanto [K(z) : K|; = 1 (poiché il
polinomio #” — P ha un’unica radice in una chiusura algebrica), e dunque [K(z) : K| deve
essere una potenza di p (e quindi p perché x si annulla nel polinomio t¥ — z?); si deduce anche

che K(z) = Xl

@—ar)

Analogamente si prova che [K(x,y) : K(z)] =pe K(z,y) = (tp [;f]), da cui [L : K] = p?, mentre
[L:Kl;=[L: K(x)]s [K(x): K];=1.

Mostro che ogni elemento di L\K ha grado p su K (e quindi I'estensione non puo essere
semplice). Sia a € L\ K.

a? = ¢(a) € K, dunque « & radice di t* — o € K[z] e percio [K(a) : K| = p.

Per il teorema precedente deduciamo che esistono infinite estensioni intermedie fra K e L.

Esercizio. L/K estensione, char(K) = p, a € L algebrico su K. Allora o é separabile su
K < K(a)=K(a?).

Dimostrazione. =) K(«)/K & separabile; sia u il polinomio minimo di « su K (a?).
K(a)/K(aP) & separabile e p | 2P — o, dunque p =z —a e a € K(aP).

<) Se «a non ¢ separabile su K, K[z] 2 po(x) = g(xP") per un certo r > 0.
fiar(x) = g(a? "), quindi [K(a?) : K] = deg pior # deg fiq = [K () : K.

1.5 Estensioni puramente inseparabili

Osservazione. Sia K un campo e a € K. Sappiamo che ta(x) =g (a:pr) per il massimo r > 0,
dunque si ha la torre di estensioni:

K(a)

r

p

K (apr)

sep.
K
in quanto sappiamo che p,, (7) = g(z) & separabile, dunque " & separabile su K, da cui:
[K(a): K| =p'[K(a): K]y=p" [K (o) : K] =p" [K (o) : KL.
Da questo si ricava anche che K (a") ¢ la massima sottoestensione separabile di K («)/K.
Definizione 1.5.1. L/K finita. Definiamo grado di inseparabilita di L/K:

[L: K]
LK.

[L: K] =
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Osservazioni. e L/K finita ¢ separabile <= [L: K]|=[L: K|, <= [L: K|, =1.
e Per quanto visto, se L/K ¢ finita, allora [L : K]; = p", con p = char(K) e r > 0.

e [l grado di inseparabilita € moltiplicativo nelle torri, poiché lo sono sia il grado sia il grado
di separabilita.

Definizione 1.5.2. f € K|z]| si dice puramente inseparabile se ammette un’unica radice in
K.

Osservazioni. e Se char(K) =0, f ¢ puramente inseparabile <= f = (z —a)".

e Se char(K) = p, f ¢ puramente inseparabile <= f = a?" — ¢ (e f ¢ irriducibile <= ¢
non ¢ potenza p-esima) o se f = (z —a)".

Definizione 1.5.3. a € K si dice puramente inseparabile su K se p,(x) ¢ puramente
inseparabile.
L/K si dice puramente inseparabile se ogni a € L & puramente inseparabile su K.

Osservazioni. e [ /K puramente inseparabile = L/K normale, in quanto il polinomio mi-
nimo di @ € L ha « come unica radice, e dunque L ¢ campo di spezzamento di p, per
tutti gli a € L.

e L/K separabile e puramente inseparabile = ¢ banale.

e [ = K(a). a ¢ puramente inseparabile su K <= [K(a): K]; =1 (<= [K(«a): K]; =
[K(a) : KJ).

Proposizione 1.5.1. L/K algebrica. Allora sono fatti equivalenti:
1. L/K ¢é puramente inseparabile;
2. 35S C L tale che L = K(S) e Vv € S, v ¢ puramente inseparabile su K ;
3. [L:Kl|s=1;
4. Yo € L, Ir >0 tale che o € K.
Inoltre, se L/K ¢ finita, ognuno di questi é equivalente a [L : K| = [L : K|;.
Dimostrazione. 1 =-2) Ovvia perché L = K(L).

2 = 3) Ovvia, in quanto se ¢ € Homg (L, K), o é I'identit4 in quanto é I'identit4 su un insieme
di generatori.

3=4)Va € L, [K(a) : K|s | [L : K]s = 1, quindi p, ¢ puramente inseparabile su K, cioe
K[z] 3 po(z) = 2" — " per p = char(K) e per un certo r > 0.

4 = 1) Ovvia, perché se a € L, po(z) | 27" — " € K|z].
[

Come sempre, studiamo come si comportano le estensioni puramente inseparabili nelle classiche
tre situazioni.

Proprieta. Ps = “essere puramente inseparabile”.
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1. Ps si conserva nelle torri, infatti per la proposizione precedente vale che, dato un dia-
gramma;

N — T —

L/K & puramente inseparabile <= L/F & puramente inseparabile e F'/K ¢ puramente
inseparabile (in quanto [L: K] =1 <= [L: F]s=1e[F: K], =1).

2. Ps si conserva nel traslato, perché nella situazione:
FL
L F
K

se L/K e puramente inseparabile, lo ¢ anche F'L = F(L) in quanto generata da elementi
puramente inseparabili (su K e dunque) su F.

3. Ps si conserva nel composto poiché si conserva sia nelle torri che nel traslato.

Abbiamo visto in un’osservazione che nel caso di un’estensione semplice, si puo dividere la
parte separabile da quella puramente inseparabile; il prossimo teorema ci assicura che questo
puo essere fatto in ogni caso.

Teorema 1.5.2. L/K algebrica, K, chiusura separabile di L/K. Allora K;/K ¢é separabile,
L/K é puramente inseparabile e K é univocamente determinato da queste proprieta.

Inoltre si ha che [L: K|, = [Ky : K] e, se é definito, [L : K|; = [L : K.

Infine, se L/K é normale, allora K;/K ¢é normale.

Dimostrazione. Vediamo che L/K & puramente inseparabile; sia a € L. Si ha un diagramma:

pur. ins. Ks

/

K(a?")
sep.

K

in quanto o € K.
Ma K () /K (o®") & puramente inseparabile, quindi lo ¢ anche K, («)/ K, dunque a & puramente
inseparabile su Kj.
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Vediamo ora che K ¢ unico con tali proprieta: sia F' sottoestensione di L/K tale che F/K ¢
separabile e L/F ¢ puramente inseparabile; abbiamo un diagramma:

L
. .\0% .
) ur. 1ins.
Q\S p
F K,
sep.
@% P
K

Ma F/K separabile = F C K, dunque K,/F & separabile, ma L O K, D F e L/F ¢ puramente
inseparabile, da cui K,/F ¢ puramente inseparabile; segue che F' = K.

Infine, se a € K, pu,, si spezza completamente in L, e ogni radice di p,, ¢ separabile su K perché
lo & «, percio le radici di p, stanno tutte in K. O

Ci chiediamo adesso se puo essere costruita una sottoestensione di L/K che spezzi la parte sepa-
rabile da quella puramente inseparabile al contrario, cioe che metta “sotto” la parte puramente
inseparabile. Il seguente teorema ci da una condizione sufficiente.

Teorema 1.5.3. Sia L/K normale. Allora esiste un’unica sottoestensione K; di L/ K tale che:

L

sep.

K

.

pur. ins.

K

Dimostrazione. Homg (L, K) = Homg (L, L) = Auty (L) per normalita di L/K.

Pongo K; = LA"x() = Fix(Autg(L)); con una banale verifica si vede che & un campo, e
K, DO K.

K;/K ¢ puramente inseparabile, in quanto se ¢ : K; — K ¢ tale che ok = id, lo estendo a
¢ € Autg (L), ma per definizione di K; si ha che id = @k, = ¢k, = @, cioe [K; : K], = 1.
D’altra parte, K; ¢ la massima sottoestensione di L/K puramente inseparabile su K (poiché
ogni estensione di questo tipo & fissata da Autg(L)).

Vediamo inoltre che L/K; ¢ separabile; sia o € L. Consideriamo 'orbita (finita) di « sotto
'azione di Autg (L), orb(a) = {o() }ocautw(r) = {o1(), ..., on(a)}.

Sia f(z) = [[, (x — 0i(a)); f(z) € K;[z], in quanto ogni automorfismo 7 € Autg (L) agisce
per permutazione su orb(a), da cui 7(f) = f V7 € Autg (L), percio « & separabile su K; perché
radice di f(z) separabile.

Infine vediamo che K; ¢ unico. Come nella dimostrazione precedente, abbiamo un diagramma:

L
§
| N
K; F
pur. ins.

K

F/K & puramente inseparabile, dunque F' C K; e K;/F ¢ puramente inseparabile, ma L D
K; O F e L/F & separabile, dunque K;/F & separabile; combinando le due proprieta segue che
F=K;,. m



E naturale ora la domanda se esista un’estensione L/K per cui non esiste un tale K;. La
risposta e affermativa, dunque facciamo qualche osservazione per capire in che modo costruire
un esempio.

Osservazione. Supponiamo che si possa spezzare 1'estensione L/K nei due modi:

L
& .
Q°% Y
Ks K’L
K <

Con il solito ragionamento, K;, Ky C K;K; C L, ma L/K, & puramente inseparabile e L/K; &
separabile, quindi K; K, = L.

Dunque, se ¢ possibile questo doppio spezzamento con K,/ K normale, 'estensione L = K; K/ K
e normale in quanto composto di estensioni normali.

Quindi cerco un’estensione L/K non normale con tutte le sottoestensioni normali (in modo
che, se esistesse K;, si dovrebbe avere che L/K & normale, assurdo); ad esempio, se trovo
un’estensione L/K non normale con [L: K] =4 e [L: K|, = [L : K]; = 2, per quanto detto
avrei I’esempio voluto.

Esempio. Sia K = Fy(z,y), L = K(a), dove a ¢ radice di p,(t) = t* + zt? +y = g(¢?); il
polinomio ¢ irriducibile perché di Eisenstein rispetto al primo P = (z,y) e [L : K|s = [L :
K]; = 2, in quanto [L : K] = 4 e il polinomio minimo di « si scrive come g(t?) (e dunque
[L: K]; =2). Se vedo che L/K non ¢ normale, ho finito.

g(z) = 2> + 2z +y = (2 — 7)(z — 0) nella sua chiusura algebrica, quindi, se v = a? ¢ § = 3%,
nella chiusura algebrica si ha p,(t) = (t — a)?(t — 3)2.

Ovviamente, L/K ¢ normale <= 3 € L. Sappiamo che o?%? =y e a? + % = (a + 8)? = z,
dunque o = \/y e a + B = /z (infatti la radice quadrata ¢ unica in caratteristica 2).
Supponiamo per assurdo che § € L = K(«). Allora \/z,\/y € L e dunque K(\/z,/y) C L,

ma [K(yz): K|; =2 e [K(z,\/y) : K(vz)]; = 2, da cui [K(\/,/y) : K]; = 4, assurdo.

1.6 Alcuni esercizi

Esercizio. K di caratteristica p. Il Frobenius ¢ : K — K ¢ surgettivo <= K ¢é perfetto.

Dimostrazione. =) [ € K. Vediamo che 3 & separabile su K.
Sicuramente pg(z) = g(2F") € K[x] per un certo r > 0, ma per surgettivita di ¢ ho che
g(z?") = h(z)P" per un certo h(z) € K[z], e dunque r = 0 per irriducibilita di pgs.

<) Siabe K. 27 —b € K[r]ea? —b = (v — B)? € K[z], ma 3 € K & separabile su K,
dunque pg(z) € K[z| ¢ separabile e ug(z) | (z — )P, quindi pg(x) =2 — B e cioe f € K
(con P = D).

[

Esercizio. L/K estensione, 0 # « € L separabile su K, 0 # € L puramente inseparabile su
K. Allora K(«,8) = K(a+ 8) = K(af).
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Dimostrazione. Abbiamo il diagramma:

dove le linee tratteggiate stanno ad indicare che vogliamo mostrare quelle inclusioni.

Siano oy, ..., 0, le immersioni di K(«)/K (cioe [K (o, ) : K]s = [K(«a) : K] = n); estendiamo
o; a g; immersione di K(«, §)/K tale che 7;(3) = 3, cioé d; & un’immersione di K (a, 8)/K ().
Le a; sono tutte distinte su K (a+f), perché o;(a+f8) = 0;(a)+ 8 = 0j(a)+5 = 0j(a+f) <
oi(a) =0j(a) <= i =j, dunque [K(a+p): K|, =n.

Ma allora K (« + () contiene K («) e dunque «, 8 € K(a + ), in quanto = (a+ ) — a.
Per K(af) il ragionamento ¢ del tutto analogo.

Osserviamo che l'esercizio poteva essere banalmente risolto osservando nel diagramma che
K(a, B)/K(a+ () & sia separabile che puramente inseparabile. H

Esercizio. L = K(«a, 8)/K algebrica, a separabile su K. Allora l’estensione é semplice.

Dimostrazione. Come nel teorema dell’elemento primitivo, |K| = +o00. Posto n = [L : K| =
[K : K], consideriamo allo stesso modo il polinomio :

F(z) = H (0i(@) + 20:(f) = 0;(a) = 20;(6)),

con o; immersioni di L/K; F(x) # 0, dunque 30 # t € K tale che F(t) # 0.
Allora [K(a +tf) : K]s = n, percio K(a+t5) 2 K, O K(a), da cui @ € K(a + tf8) e dunque

e K(a+tp). O
Corollario 1.6.1. Ogni estensione del tipo K(ay, ..., o, 3), con aq,. .., separabili, ¢ sem-
plice.

Esercizio. Sia K di caratteristica p. Denotiamo K? " := {a € K | a*" € K}; in pratica K? "
non ¢ altro il campo di spezzamento dei polinomi {z*" — c}eck

Abbiamo dunque una catena K C Kr' CKr®cC.. .; definiamo K™~ = U,>1 KP™" chiusura
perfetta (o chiusura puramente inseparabile) di K. Allora: N

1. KP™7 ¢ perfetto;

[e’s}

2. K ¢ perfetto <— K = KP ~;
8. [KP"™ : K| =1 se K ¢ perfetto e oo altrimenti.

Dimostrazione. 1. Sia @ € KP 7; vediamo che ¢ una potenza p-esima. a € KP " per un
certo n, dunque 27" — a?" € K[z]; sia b€ K? " la radice di questo polinomio. Allora

(bP)P" =aP" cioe P =aebe Kr " C KT,

2. Vediamo l'implicazione =, essendo l’altra una banale conseguenza del primo punto.
Visto che il Frobenius ¢ surgettivo, allora K?~' = K. Ma allora il Frobenius di K7 ' &
surgettivo, dunque K7~ = K? . Tterando, si ha la tesi.
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3. Supponiamo che K7~ 2 K, cioeé che K non sia perfetto. Allora da € K tale che 2P — a
¢ irriducibile su K (in quanto le radici di un polinomio puramente inseparabile hanno
molteplicita potenza di p). B
Dico che il polinomio 27" — a ¢ irriducibile Vn. Infatti, se 27" —a = (v — )P € K|z] e

pnfk N
per assurdo si avesse che (z — )P € K|z] per k < n, allora <(:E - a)pk) = 2P —a,

e ciot a?* € K sarebbe la radice p"F-esima di a, assurdo perché a non ha una radice
p-esima in K.
Ma allora [KP ™ : K] > p" Vn, ciot la tesi.

Esercizio. L/K algebrica. Allora:
1. K perfetto = L perfetto.

2. L perfetto e L/K finita = K perfetto.

Dimostrazione. 1. Se F/L & algebrica, allora F'/K & algebrica, dunque separabile per perfe-
zione di K, percio F'/L ¢ separabile.

2. Abbiamo il diagramma:
L

)

KP\K/L

in quanto LK? = C LP"™ e L = L? ™ per perfezione di L.
Ma allora K? = C L e dunque K? ~ /K ¢ finita, ciot K = K? .

(oo} (oo}

Esercizio. L/K algebrica e separabile. Sono fatti equivalenti:
1. Vf € Llz| separabile, deg f > 1, f si spezza completamente in L[z|;
2. Presa K chiusura algebrica di K che contiene L, allora K/L ¢é puramente inseparabile.

Inoltre, dato K, L = K, algebrica e separabile su K tale che vale 1) 0 2), e L ¢ unica. Tale
K prende il nome di chiusura algebrica separabile di K.

Dimostrazione. 1 =-2) Sia a € K e sia pio(z) il suo polinomio minimo su L; sicuramente
to(x) = g(zP") per un certo r > 0. Ma allora a?" & separabile su L, e dunque il suo
polinomio minimo g(x) su L & separabile; percio g(z) ha grado 1, in quanto altrimenti
per ipotesi non sarebbe irriducibile. Segue che a?” € L e cio¢ che K /L & puramente
inseparabile.

2=1) Sia f € L[x], deg f > 1, f irriducibile e separabile; vogliamo vedere che deg f = 1.
Sia a € K una radice di f (in quanto L & una chiusura algebrica di K, che per unicita
coincide con K); allora o?” € L per un certo r > 0, e dunque f(x) | 2¥" — o, cioe
f(z) = & — « per separabilita di f.

Osserviamo che il campo K, appena costruito ¢ la chiusura separabile di K /K, che abbiamo

visto essere unico con tali caratteristiche. O]
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Osservazione. Dopo aver notato che K /K ¢ normale, segue che esiste un campo K; tale che
K /K, & separabile e K;/K ¢ puramente inseparabile; € inoltre ovvio che K = K K.

Esercizio. L/K algebrica tale che ogni polinomio irriducibile di K[x] ha almeno una radice in

L. Allora L = K.

Dimostrazione. Per I'osservazione precedente, K = K, K. Voglio vedere che K, K; C L.

Sia o € K, jiq il suo polinomio minimo su K. Sia F il campo di spezzamento di p, su K;
visto che p, ¢ separabile, allora F'/K ¢ finita e separabile e dunque per il teorema dell’elemento
primitivo F' = K ().

ps(z) € Klz) e F = K(5;) Vp; radice di pg (in quanto F//K ¢ normale), ma 3i tale che ; € L,
quindi F' C L e percio a € L.

Con questo abbiamo visto che Ky C L, quindi se char K = 0, concludo che L = K.

Se invece char K = p, dico che K; C L; sia o € K.

fo(x) = 27" — ¢ € K|z], ma L contiene una radice di p,, che ha o come unica radice, quindi
a€e L. O]
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2 Estensioni di Galois

2.1 Richiami e prime proprieta

Sia L/K normale. Autg(L) = G & un gruppo e |G| = |Homg(L, K)| = [L : K],. Se inoltre
L/K & anche separabile, I'estensione ¢ detta di Galois e |G| = [L : K].
G prende il nome di gruppo di Galois di L/K e si indica con Gal(L/K).

Proposizione 2.1.1. L/K normale, K C E C L. Allora Autg(L) < Autg(L).
Inoltre, se anche E/K é normale, la mappa:

AUtK(L) — AutK(E)
o — o\

e surgettiva.
Proposizione 2.1.2. L campo, G < Aut(L). Allora:
1. |G| < +oo = L/LY ¢ di Galois finita e G = Gal(L/L).
2. |G| = +o0 e L/LY algebrica = L/LC ¢ di Galois infinita e G < Gal(L/L%).

Dimostrazione. Sicuramente LY & un campo. Sia |G| < 400 o L/LY algebrica; vediamo che
L/LC & separabile.

Va € L, Ga = orbg(a) = {o(a)}see ¢ finita, perché o(a) varia fra i coniugati di «; sia
Ga ={o1(a),...,on(c)}.

Se f(z) =i, (x — oi(a)) € LE[z], f & separabile e f(a) = 0, dunque « & separabile su L.
Inoltre L/LY & normale, perché L & campo di spezzamento su L¢ di tutti i uq(z) al variare
di @ € L (in quanto l'inclusione C ¢ chiara, mentre per l'altra basta notare che pu, divide il
polinomio f di prima, che ha tutte radici in L).

Supponiamo ora |G| = n; Va € L, [L%(a) : LY] < n, perché p, | f. Siam = max,er, {[LE(a) : L]}
e sia ag € L che realizza tale grado.

Se per assurdo 38 € L\L%(ay), allora L% (ay, 8) = LE(7) per il teorema dell’elemento primiti-
vo, ma [LY() : LY] < m implica che 8 € L%(ay), assurdo.

Ora G < Autye(L) = Gal(L/LY),en = |G| < |Gal(L/LE)|=[L: LYl =m < n,dacuim=n
e G = Gal(L/L%).

Se invece |G| = +00, banalmente si ha G < Autc(L) = Gal(L/L%). O

Corollario 2.1.3. L/K normale e G = Auty(L). Allora L/LS ¢ di Galois e G = Gal(L/L%).
Inoltre LY = K; e, se L/K ¢ separabile, K = L©.

Dimostrazione. Per una proposizione vista, L = K; e dunque L/LY & di Galois.
Inoltre per la proposizione precedente Autx (L) = G < Gal(L/LY) = Aut;e(L) < Autg(L).
m

Teorema 2.1.4 (Corrispondenza di Galois - I parte). L/K di Galois, G = Gal(L/K). Esistono

due mappe:
m

(H|H<G) (F|KCFCL)
W

con p(H) = L ep(F) = Gal(L/F) tali che ¢oyp = id, cioé tali che 1 ¢ iniettiva e ¢ surgettiva.
Se inoltre |G| < +o0, allora anche 1 o ¢ =id, cioe ¢ e 1 sono bigettive.
Infine, vale in generale che F/K ¢ di Galois <= Gal(L/F)<Gal(L/K) e in tal caso:

G102 S
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se inoltre |G| < 400, allora H<1G <= LY/K ¢ di Galois.

Dimostrazione. Innanzitutto ¢ e 1) sono ben definite e si ha:
o(V(F)) = ¢(Gal(L/F)) = LT = F
per il corollario. Se inoltre |G| < +o0, per la proposizione si ha:
V(o(H)) = (L") = Gal(L/L") = H.

Per la seconda parte, sappiamo che F/K & di Galois <= o(F) = F Vo : F — K, oK =
id < o(F) = F Vo € Gal(L/K); d’altronde Gal(L/F) < Gal(L/K) <= o Gal(L/F)o~! =
Gal(L/F) Vo € Gal(L/K).

Notato che o Gal(L/F)o~! = Gal(L/o(F)) echeo(F) = F Vo € Gal(L/F) <= Gal(L/o(F)) =
Gal(L/F) Yo € Gal(L/F) per iniettivita di 1, otteniamo quanto voluto.

Inoltre, presa la mappa di restrizione:

Gal(L/K) —> Gal(F/K)
o — O|F

che sappiamo essere surgettiva, per il primo teorema di omomorfismo abbiamo:

Gal(L/K)

Gl L/F) s Gal(F/K)

in quanto Gal(L/F') ¢ esattamente il nucleo della restrizione. O

Vediamo che effettivamente in generale, per estensioni infinite non & vero che ¢ & iniettiva (e
dunque 1) surgettiva); vediamo un esempio.

Esempio. Consideriamo F,/F,, e sia G = Gal(F,/F,) gruppo assoluto di Galois di F,. Sicura-
— —q

mente F, =TF,.

Sia ¢ il Frobenius di IF,; allora, posto H = (¢) < G, si ha che F,” = F,, dunque se vedo che
H < G ho finito (perché avrei mostrato che esistono due sottogruppi di G che fissano lo stesso
campo).

H = 7, quindi tutti i suoi sottogruppi hanno indice finito; se si avesse che H = G allora ogni
sottocampo proprio F' di F,/IF, avrebbe grado [F : IF,| finito.

Ma questo ¢ falso, perché se I =, Fjon, si ha che [F, : F] e [F: F,] sono infiniti.

Dunque in generale abbiamo un diagramma:

L

Gal(L/F)>H

G=Gal(L/K)| F = [H

Gal(L/K)
Gal(L/F)

K

Corollario 2.1.5. L/K finita e separabile. Allora L/K ha un numero finito di estensioni
intermedie, dunque e semplice.

Dimostrazione. La chiusura normale Z/ K ¢ di Galois finita, quindi le estensioni intermedie
sono tante quante i sottogruppi di Gal(L/K), che sono in numero finito. O
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Corollario 2.1.6. L/K di Galois finita, G = Gal(L/K). Consideriamo il diagramma:

L
|
LALH
LH / \ LH/
\ /
LAnL?
|
K
Allora:
1. P C? = HOH.
2. LHLH = [HOH,
3. LN = [,
Dimostrazione. 1. Ovvio per il teorema di corrispondenza di Galois.

2. HNH' C H,H', dunque L O LH L' ¢ percio LFMH > LHLH
D’altra parte Gal(L/L¥ L") C Gal(L/L")nGal(L/L""), quindi passando ai campi fissati
otteniamo L7 L' D [HNH'

3. Analoga.
O

Il seguente teorema vale in generale anche per estensioni infinite, ma ancora non siamo in grado
di dimostrarlo; vediamolo dunque solo per estensioni di Galois finite:

Teorema 2.1.7. L/K di Galois finita, F O K, L, F C Q. Allora LF/F ¢ di Galois.

\
7
NnFE
K
Inoltre Gal(LF/F) = Gal(L/LN F) e dunque [LF : F]=[L:LNF]|[L:K].

Dimostrazione. LF/F ¢ di Galois perché normalita e separabilita si conservano nel traslato.
La mappa:

[/\

Y: Gal(LF/F) —s Gal(L/LNF)
o — O|L

¢ ben definita, in quanto se oy, : L — F, in realta or:L— K, in quanto L/K & algebrica e o
manda elementi algebrici in elementi algebrici, e dunque o, : L — L per normalita di L.
Inoltre 1 & iniettiva, perché se o, ¢’ coincidessero su L, coinciderebbero anche su LF' (in quanto
sono lidentita su F).

Per vedere la surgettivita di ¢, sia H = ¢(Gal(LF/F)); se vediamo che H e Gal(L/L N F)
fissano lo stesso campo avremmo la tesi per la corrispondenza di Galois.

H < Gal(L/L N F), quindi L D L N F; viceversa sia a € L7 C L. Per definizione di H,
Vo € Gal(LF/F), o/(a) = o, quindi « sta nel sottocampo di LF fissato da Gal(LF/F'), che &
I, da cui la tesi. O
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Teorema 2.1.8. L/K e F/K di Galois. Allora LF/K ¢é di Galois.

\
a

Y: Gal(LF/K) — Gal(L/K) x Gal(F/K)
o — (U\LaU|F)

[/\

K

Inoltre la mappa:

¢ iniettiva e, se K = LN F, ¢& bigettiva; se L/K e F/K sono finite, vale anche il viceversa,
cioe Y é bigettiva <— K =LNF.

Dimostrazione. LF/K ¢ di Galois perché normalita e separabilita si conservano nel composto.
Sicuramente v ¢ iniettiva, perché se o e ¢’ coincidono su L e F', coincidono anche sul composto
LF. Ma presa 01 € Gal(L/K) e 0o € Gal(F/K) tali che o1,np = 021qF, si puo costruire
un ben definito ¢ : LF — LF che estende o1 e 05 a un omomorfismo di anelli, che sara un
elemento del gruppo di Galois Gal(LF/K); dunque:

W(Gal(LF/K)) = {(01,05) € Gal(L/K) x Gal(F/K) | o110 = ajp}-

Se LN F = K, per quanto appena detto v e surgettivo.

Se inoltre le estensioni sono finite, ¥ & bigettiva <= |Gal(LF/K)| = |Gal(L/K)xGal(F/K)| <
[LF:K|=[L:K]-[F:K|] <= [F:LNF]=[F:K] <= K = LN F per la proposizione
precedente. O

Proposizione 2.1.9. f € Klz|, degf = n, L campo di spezzamento di f su K, L =
K(o,...,ap). Allora la mappa:

Gal(L/K) — S{a,...,a,}) =S,
H

o

¢ un’immersione, dunque Gal(L/K) < S,, e [L : K] | nl.
Inoltre f & irriducibile <= Gal(L/K) agisce transitivamente su {aq, ... a,}.

Dimostrazione. La prima parte e del tutto ovvia, in quanto se un elemento del gruppo di Galois
fissa i generatori allora fissa tutto L.

Per la seconda, basta osservare che f ¢ irriducibile <= ¢ polinomio minimo di ogni sua radice
e che Gal(L/K) agisce transitivamente sulle radici del polinomio minimo di un elemento. [

Corollario 2.1.10. L/K di Galois, [L : K] =n. Allora Gal(L/K) < S,,.

Dimostrazione. Discende immediatamente dal teorema di Cayley, oppure si ricava osservando
che L = K («) per un certo a per il teorema dell’elemento primitivo e applicando la proposizione
precedente a fi,. O

2.2 Estensioni abeliane e estensioni cicliche. Le estensioni cicloto-
miche

Definizione 2.2.1. Un’estensione di Galois si dice abeliana se il suo gruppo di Galois e
abeliano, ciclica se il suo gruppo di Galois € ciclico.
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Vediamo come si comportano questi due tipi di estensioni nelle classiche tre situazioni:

Proprieta. 1. Sia le estensioni abeliane che quelle cicliche non si conservano nelle torri; il
controesempio dato nel caso delle estensioni normali, cioe:

vale anche in questi due casi. Pero vale che, dato il diagramma:

L
|

F
|

K

L/K abeliana (ciclica) = L/F e F/K abeliane (cicliche), in quanto in entrambi i casi
ogni sottogruppo del gruppo di Galois e normale e sottogruppi di un gruppo abeliano
(ciclico) sono abeliani (ciclici).

2. Sia le estensioni abeliane che quelle cicliche si conservano nel traslato; dato un diagramma:
LF
L F
K

se L/K & abeliana (ciclica), anche LF/F lo &, in quanto Gal(LF/F) si immerge in
Gal(L/K).

3. Le estensioni abeliane si conservano nel composto, in quanto il gruppo di Galois di LF' & un
sottogruppo di Gal(L/K) x Gal(F/K) abeliano, mentre quelle cicliche non si conservano
mai (a meno che una fra L/K e F/K non sia banale).

Esercizio. L algebricamente chiuso, o € Aut(L), K = L. Allora ogni estensione finita di
K ¢ ciclica.

Dimostrazione. Sia F/K finita e percio algebrica; K (e dunque F') ha una chiusura alge-
brica Ly € L in L, quindi F' C Ly e F/K & separabile, in quanto, preso a € F, p, |
[senutg(ry) (€ — o)), che & separabile. Supponiamo come primo caso che F//K sia normale;
allora F'/K ¢ di Galois e o)p € Gal(F/K), dunque (op) < Gal(F/K).

Ma (o|r) ¢ finito e K = F\“*), dunque (o) = Gal(F/K).

In generale, sia F'/K finita (e dunque separabile); allora F /K ¢ di Galois finita, quindi per
quanto visto ¢ ciclica, percio anche F/K ¢ ciclica. n
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Osservazione. Consideriamo il polinomio f(z) = 2™ — 1 sul campo K; U, = {a € K | o™ =1}
e un gruppo ciclico in quanto sottogruppo moltiplicativo finito di un campo.

Se char(K) = 0 o char(K) 1 n, allora |U,| = n.

Se char(K) = p | n e n = p®m, (m,p) = 1, allora f(z) = 2#"™ — 1 = (2™ — 1)*", dunque
|Un| = m.

Inoltre, se K =TF,, allora K(U,) =Fy, dove d = min{h | U, CF,}, ciot d = ord(z/nz)-(q)-

2mi

In caratteristica 0, U,, = ((,), dove (, = e™n .

Proposizione 2.2.1. Q(¢,)/Q ¢ di Galois, [Q((,) : Q] = ¢(n) e Gal(Q((,)/Q) = (Z/nZ)*.

Dimostrazione. Sicuramente 'estensione ¢ di Galois, perché ¢ campo di spezzamento di f(z) =
" —1.

Se 0 € Gal(Q(¢,)/Q), allora o((,) = ¢t con (i,n) = 1, in quanto si deve avere che o(((,)) =
(Cn)s quindi [Q(¢,) : Q] < é(n).

Per concludere l'uguaglianza devo mostrare che p(¢%) = 0 V(i,n) = 1, dove p = pg, ¢ il
polinomio minimo di (, su Q; osservo pero che mi basta mostrare che, presa ¢ radice di p
e p 1 n, allora & ¢ radice di p, in quanto in questo caso avrei, posto i = p{* - ... p¢, una

successione di radici di p:

Cn—><£1—>c,€%—>"'—><£il—>"'_>§i

n

per quanto appena visto.
Sia dunque ¢ radice di p e f(z) = p(x)g(z); 0 = f(€P) = pu(&P)g(£P), quindi basta vedere che

g(&) # 0.
Sia per assurdo ¢(&P) = 0; allora g(z?) ha £ come radice, e dunque p(z) = pe(z) | g(a?).

Passando modulo p, si ha p(z) | g(z)? = g(z)’, dunque (%, 9) # 1; ma allora 2" — 1 = pu(z)g(z)

ha una radice multipla, assurdo perché la sua derivata & nz"~! # 0 in quanto p { n.
Abbiamo dunque [Q((,) : Q] = ¢(n); per vedere che il gruppo di Galois & proprio quello,
consideriamo la mappa:

(Z/nZ) —  Gal(Q(¢)/Q)
[l = o= {G =G}

e ben definita e iniettiva per quanto visto, dunque e un isomorfismo per cardinalita. O
Osservazione. Abbiamo le relazioni:

o Q(¢)QCm) = QCpnm);

o Q(Ga) NQGm) = QGnm))-

Entrambe si dimostrano facilmente con considerazioni sul grado delle estensioni (per la prima
si puo usare 'identita di Bezout).

Osservazione. Sia K 2 Q. Cosa possiamo dire del grado [K((,) : K]? Consideriamo il
diagramma:

K(Gn)
2N
Q(¢n) K
N,

Sicuramente [K((,) : K] =d | ¢(n), perché Q(¢,)/Q ¢ di Galois.

Inoltre fi, (x) si fattorizza in K come prodotto di @ fattori di grado d, in quanto K (%) =

K((,) V(i,n) =1 e dunque i polinomi minimi di tutti gli ¢! hanno lo stesso grado d.
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2.3 Teoria di Galois infinita
Sia L/K una generica estensione di Galois. Definiamo:
Lk ={L; | K CL; C LeL;/K ¢di Galois finita} = {L; | i € I}.

Ho che L =
o< Lz
Consideriamo le mappe di restrizione:

v Gal(L/K) — Gal(L;/K)

o = O, =0
sappiamo che Ker(v;) = Gal(L/L;) < Gal(L/K); inoltre la mappa:

p: Gal(L/K) — [l,e; Gal(Li/K)
o — {oi}ier

ser Li, poiché se a € L, il campo di spezzamento di p, sara un certo L;, quindi

& un omomorfismo iniettivo.
Dico che p(Gal(L/K)) = ({oi}icr | 05, = 0ise L; C Lj} (e una tale successione di o; si dice
coerente): l'inclusione C ¢ ovvia, in quanto ogni o; & restrizione della stessa o; viceversa, defi-

nendo o(a) = o;(ar) con a € L; (¢ una buona definizione per coerenza delle o;), si ottiene un
elemento del gruppo di Galois Gal(L/K).

Adesso vogliamo mettere su Gal(L/K) una topologia; per farlo procediamo per passi. Met-
tiamo su ogni Gal(L;/K) la topologia discreta, su [, , Gal(L;/K) la topologia prodotto, su
p(Gal(L/K)) C I],c; Gal(L;/K) la topologia di sottospazio e infine su Gal(L/K) la topologia
indotta da p.

Osserviamo che una prebase della topologia prodotto & {[],; Vfo}io o dove Vi = Gal(L;/K)
se i #ig e szjo = {04, }; per definizione di topologia prodotto, le ¥; (che sono la composizione di
una proiezione con p) sono continue. Tale topologia su Gal(L/K) ¢ detta topologia di Krull.

Una prebase per la topologia di Krull ¢ data dagli aperti:

p_l (H ‘/;i()) - 77Z)i_01(0-i0) = 6-\2'; Gal(L/Lio)
iel
classi laterali del nucleo di v;,, dove o;, ¢ un’estensione di o;, a L. Notiamo perd che es-

sa ¢ proprio una base della topologia: per vederlo, prendiamo due tali aperti o Gal(L/L;) e
7 Gal(L/L;). La loro intersezione puo essere scritta:

o Gal(L/L;) N7 Gal(L/L;) = (O o Gal(L/LiLj)> N (O 7 Gal(L/L,.Lj)> —

k=1 h=1
= J oW Gal(L/L;Ly),
keA
con A C {1,...,n}; per vederlo osserviamo come prima cosa che le composizioni:
//// Gal(L;/K)
. resi
L/
Gal(L/K) /< Gal(L;L;/K)
R
7 Gal(L;/K)



mostrano che la fibra (tratteggiata in figura) di un elemento o di Gal(L;/K) (o di Gal(L;/K))
in Gal(L/K) ¢ unione delle fibre secondo res delle fibre di o secondo res;; inoltre osserviamo
che l'intersezione di due classi laterali o® Gal(L/L;L;) e 7™ Gal(L/L;L;) puo essere:

() Gal(L/L;L; &y =7,
O_(k) Gal(L/LzLJ) N 7_(h,) Gal(L/LzLJ) _ {O' a ( / ]) S€ 0L, L, T L L

0 altrimenti

Abbiamo dunque una base di aperti fatti da classi laterali di sottogruppi normali.

Osservazione. Gal(L/K) con la topologia di Krull & un gruppo topologico. Infatti, denotata
con m la moltiplicazione e con v I'inversione, basta verificare che m e v sono continue su una
base di aperti.
Ma:
m N oGal(L/Ly)) = | ) 7Gal(L/Ly) x 7'0 Gal(L/Ly)
T€Gal(Ly/K)

vy o Gal(L/Ly)) = o~ Gal(L/Ly,),
dunque entrambe sono funzioni continue.

Osservazione. In Gal(L/K), una base di intorni di 1 ¢ data dai {Gal(L/L;) };er, dunque, sapendo
che la moltiplicazione ¢ continua, deduciamo di nuovo che una base di intorni per o € Gal(L/K)
e {oGal(L/L;)}ier

Osservazione. In Gal(L/K), gli aperti Gal(L/L;) sono anche chiusi; infatti in generale, in un
gruppo topologico qualsiasi, i sottogruppi aperti sono anche chiusi. Questo puo essere visto
osservando che, preso H < G aperto:

G\H =|JoH
o#1

e anch’esso aperto, cioe H ¢ chiuso.
Analogamente si mostra che ogni sottogruppo chiuso di indice finito e aperto.

Proposizione 2.3.1. Gal(L/K) con la topologia di Krull é di Hausdorff, compatto e totalmente
sconnesso.

Dimostrazione. Vediamo che & T2; siano o # 7 € Gal(L/K). o e T non coincidono su un certo
L;, poiché altrimenti coinciderebbero su L, dunque o Gal(L/L;) N7 Gal(L/L;) = (.
Gal(L;/K) ¢ compatto con la topologia discreta perché ¢ finito, dunque [],., Gal(L;/K) ¢
compatto perché prodotto di compatti; se vedo che p(Gal(L/K)) e chiuso, sarebbe un chiuso
in un compatto e dunque un compatto (e quindi anche Gal(L/K) sarebbe compatto perché ha
la topologia indotta di p).

Equivalentemente, mostro che [[,.; Gal(L/L;)\p(Gal(L/K)) ¢ aperto: se {o;} non ¢ coerente,
voglio vedere che esiste un suo intorno fatto solo da successioni non coerenti.

Sicuramente 3n,m tali che L,, C Ly, € 01, 7 0n; prendendo [],.; Vi, dove V;, = Gal(Ly,/K)
se h #n,m, V, ={o,}, Vin = {0}, ho un intorno aperto fatto solamente da successioni non
coerenti.

Infine Gal(L/K) ¢ totalmente sconnesso, perché su ogni Gal(L;/K) ho messo la topologia
discreta e le componenti connesse sono i prodotti delle componenti connesse. O

Lemma 2.3.2. H < G = Gal(L/K). Allora Gal(L/L") = H (dove H rappresenta la chiusura
topologica di H ).
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Dimostrazione. Mostriamo innanzitutto che VF' tale che K C F C L, Gal(L/F) ¢ chiuso.
Consideriamo X = {F; | K C F; C F e F;/K ¢ di Galois finita}; allora:

Gal(L/F) = (] Gal(L/F)).

FeX

Infatti I'inclusione C & ovvia, in quanto un automorfismo che fissa F; fissa anche F', mentre se
esistesse 0 € (e Gal(L/F;) che non fissa F, allora non fisserebbe un a € F'; ma sicuramente
Ji tale che a € F;, e dunque o fissa a. Percio Gal(L/F) ¢ chiuso in quanto intersezione di
chiusi.

H C Gal(L/L*), che & chiuso, quindi H C Gal(L/L#).

Viceversa, sia o € Gal(L/L"). Presa F/K finita e di Galois, devo vedere che 3h € H tale che
o e h coincidono su E, cio¢ h Gal(L/E) = o Gal(L/FE). Ma dato il diagramma:

L
|
IL7E
e \
L7 FE
\ /
LENE
|
K

visto che E/K (e dunque E/L” N E) ¢ finita, si ha Gal(L" E/L7) = Gal(E/L" N E) e percio
basta vedere che 3h € H tale che o e h coincidono su LY E.
Sia quindi F tale che L C F C L e F/L" ¢ finita e di Galois (F sta ad indicare 'L¥E
precedente); consideriamo:

res: H — Gal(F/LY)

T T|\F

Frest) — LA quindi per la teoria di Galois finita res(H) = Gal(F/L); dunque 37 € H tale
che 7p = oyp, cloe 7 € HNo Gal(L/F).
Ma allora I'intersezione di ogni intorno di o con H ¢ diversa dal vuoto, cioe la tesi. O]

Teorema 2.3.3 (Corrispondenza di Galois - 1T parte). L/K di Galois. Le mappe:
/7’\
{H<Gal(L/K)|H=H} {F|KCFCL}

~

sono l'una "imversa dell’altra, e in particolare sono bigettive.

Dimostrazione. Visto che Gal(L/F) ¢ chiuso VF' come visto nel lemma, segue che ¢ o ¢ =
in quanto questo era gia stato mostrato nella I parte.
Ma per il lemma 1 ¢ surgettiva, quindi segue la tesi. O

Proposizione 2.3.4. Un sottogruppo H di Gal(L/K) ¢ aperto <= ¢ chiuso e [L : K] < +00

Dimostrazione. Sicuramente i sottogruppi H aperti hanno indice finito, perché G = | |oH e

G ¢ compatto, quindi #{cH} < +oo. Ma se F = L7 [F : G| perché [F : K] =

| Homg (F, K)| e ¢’¢ la corrispondenza biunivoca:
Homg(F,K) —

o; — o, H

G
H
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dove ; € una qualunque estensione di o; a G.
D’altra parte le implicazioni H aperto = H chiuso e H chiuso di indice finito = H aperto sono
gia state viste, quindi segue la tesi. O]

Osservazione. In generale 'implicazione H < Gal(L/K) sottogruppo di indice finito = H
aperto e falsa.

Vogliamo adesso classificare i gruppi di Galois infiniti all’interno dei gruppi profiniti, e dar loro
una caratterizzazione come limiti proiettivi:

Definizione 2.3.1. G gruppo topologico si dice profinito se ¢ T2, compatto e ha una base di
intorni di 1 fatta da sottogruppi normali.

Osservazione. 1 gruppi di Galois sono gruppi profiniti; inoltre tutti i gruppi finiti con la topologia
discreta sono profiniti.

Osservazione. Tutti i gruppi profiniti (e dunque tutti i gruppi di Galois) infiniti non sono
numerabili. Infatti se G & profinito e numerabile, vogliamo vedere che tutti i punti sono isolati
(quindi G & discreto e compatto e dunque finito).

Sia G = {z1,x9,...}; visto che i punti sono chiusi, per mostrare che sono isolati basta vedere
che sono anche aperti. Ma se per assurdo G\{z;} non fosse chiuso, sarebbe un aperto denso
Vi, quindi per il teorema di Baire l'intersezione numerabile (2, G\{z;} = 0 sarebbe densa,
assurdo.

Definizione 2.3.2. [ insieme di indici con 'ordine parziale <. (I, <) si dice direttose Vi, j € I
dk € I tale che 7,7 < k.

Definizione 2.3.3. Un sistema proiettivo su [ diretto ¢ una famiglia {G;, f;;}i<;, con G; €
ODbj(C) oggetti di una certa categoria C e, Vi < j, fi; : G; = G; € Hom(C) ¢ un morfismo di C
tale che f; =id Vi € I e il diagramma:

fj’“T %
G,
commuta Vi < 7 < k.

Definizione 2.3.4. Il limite proiettivo del sistema proiettivo {G;, fi;}i<; ¢ I'elemento uni-
versale della categoria C per il sistema, cioe ¢ I’elemento {G' = l'&nGu fi}, con f; : G — G| tale

che il diagramma
a5 q
fjl %
G;

commuta Vi < j, tale che, V{L,1;} con la precedente proprieta, Iy : L — G tale che:

L L y G

commuta V4.
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Si puo mostrare che I’elemento universale rispetto a una certa famiglia di oggetti ¢ unico

Osservazione. Nel nostro caso, la categoria C ¢ la categoria dei gruppi topologici, con morfismi
gli omomorfismi continui; inoltre:

@Gz‘ = {{Uz’}iel € HGi

el

"(O‘j) = 0; \V/Z S]},

in quanto questo soddisfa le ipotesi e I’elemento universale ¢ unico.

Osservazione. Abbiamo visto che Gal(L/K) = {{o;} € Gal(L;/K) coerenti, con L;/K finita e
di Galois}; dunque:
Gal(L/K) = lim Gal(L;/K)

dove i <jse L; C Lje fi; : Gal(L;/K) — Gal(L;/K) ¢ la restrizione.

Osservazione. Se i G; sono T2, allora il loro limite proiettivo G € T2 e chiuso nel prodotto dei
G; la dimostrazione ¢ analoga a quella vista per i gruppi di Galois.

In realta vale il seguente teorema, che non dimostriamo:

Teorema 2.3.5. Ogni gruppo profinito e il limite proiettivo di una certa famiglia di gruppi
finiti con la topologia discreta. In particolare:

e Se G ¢ profinito e {N;} = {sottogruppi normali aperti di G}, allora G = @ %, dove =
indica che sono sia isomorfi sia omeomorfi;

o Se {G, fi;} € un sistema proiettivo di gruppi finiti con la topologia discreta, allora il
gruppo G = @Gi e profinito.

Siamo adesso pronti per estendere un teorema gia visto nel caso finito anche al caso infinito:

Teorema 2.3.6. L/K di Galois, F O K, L,F C Q. Allora LF/F ¢ di Galois.

\

a

Dimostrazione. Scrivendo L =[], L;, dove L;/L N F é finita e di Galois, si ha che per ogni i,
Gal(L;/LNF) = Gal(L;F/F) per il caso finito. Scrivendo Gal(L/LNF) = Jim Gal(L;/LNF),
gli isomorfismi v; : Gal(L;F/F) = Gal(L;/L N F) passano al limite proiettivo definendo
la controimmagine di ¢ € Gal(L/L N F) come la successione coerente delle controimmagini

wz‘_l(a\Li)' O

Concludiamo la sezione con i calcoli espliciti di qualche gruppo di Galois infinito:

//\

K

Inoltre Gal(LF/F) = Gal(L/L N F).

Esempi. 1. {Z/p"Z, mpm}, dove mpy @ Z/p"Z — Z)p"7Z, con n < m, & la proiezione, ¢ un
sistema proiettivo. Denotiamo:

Z,=1mZ/p'Z = {{ai} e[[z/vz coerenti} ,
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cio¢ un elemento di Z, ¢ del tipo:

Z/pZ x L|p*Z % Z7]p*Z X
(ao, ap + pay, ap + pay + pas,

che identifichiamo come la serie >, a;p’. Gli elementi dell’anello Z,, sono detti interi
p-adici.

2. {Z/nZ, 7}, dove n < msen | me myy, : Z/mZ — Z/nZ & la proiezione, € un sistema
proiettivo. Denotiamo: R
7 = @Z/nZ = @Z/(n!)Z.

Proposizione 2.3.7. Z = 11, Zy.

Dimostrazione. La mappa: )
p: Z — 11,7z
{o:} — {oprln},
e ben definita, poiché successioni coerenti vanno in successioni coerenti.
Vediamo che ¢ ¢ iniettiva; sia {0, } tale che ¢({0,}) = {{0}}, cioe tale che o,» = 0 Vp,n.

Sia m = pi' - ... pt; vogliamo vedere che ¢, = 0. Visto che sappiamo che Opei = 0 Vi, e che
Om =0, =0 (pj*) Vi=1,...,r, allora per il teorema cinese o, = 0 (m).

Vediamo invece che ¢ & surgettiva; sia {{ope}a},.

Cerco {o,} tale che, se n = p{* - ... - p&, 0, = Opci (p;*) Vi. Tale sistema ha soluzione per il
teorema cinese, e si puo verificare che tale soluzione e coerente.

Infine ¢ & un omeomorfismo perché intorni di {,,} vanno in intorni di p({o,}). O

Esempio. Gal(F,/F,) = l'glGal(Fpn JF,) = @Z/nZ, con omomorfismi le restrizioni res,, :
Z)mZ — Z/nZ; i diagrammi:

Gal(Fpm /F,) —= Gal(Fpn /F,)

Iq/}’ln Iwn

commutano, quindi lim {Z/nZ,respm} = Jim {Z/nZ, Tpm }, cioe Gal(F,/F,) = YA
Osservazione. Se Ky, = Q(y/p1,---,+/Pn), CON P1,...,py, primi distinti o —1, allora:
Gal(K,./Q) = (Z,22)"

Dimostrazione. Procediamo per induzione su n, essendo il caso n = 1 evidente.
Se n > 1, consideriamo il diagramma:

Ky,

7 \@<
A

K,-1NQ(y/pn) = Q, quindi, per quanto visto, basta mostrare che Q(\/p,) € K,_1.
Le sottoestensioni di K,,_; di grado 2 sono tante quanti i sottogruppi di (Z/2Z)"! di indice 2,

v/Pn)
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cioe 2"t — 1 (infatti i sottogruppi di indice 2, che sono gli iperpiani di (Z/2Z)"! come spazio
vettoriale su Fy, sono tanti quanti i sottogruppi di ordine 2, che sono le rette di (Z/2Z)""!, per
un ragionamento di dualita).

Ma le sottoestensioni del tipo Q(v/p]' -... p,"7'), con & € {0,1} sono esattamente 2" *
(2~! — 1 se non si conta Q) e sono tutte distinte, in quanto due estensioni quadratiche Q(+/n)
e Q(yv/m) di Q sono la stessa <= nm ¢ un quadrato.

Segue percio che Q(,/p,) non ¢ una sottoestensione di K,,_1, cioe la tesi. n
Esempio. Sia L = Q(v/m | m € Q). Allora L = Q({\/p | p primo} U {v/—1}) e dunque
Gal(L/Q) = T&nGal(Fi/Q), dove F;/Q sono le sottoestensioni finite e di Galois di L/Q.

Ma visto che i K, sono una sottofamiglia filtrante delle F;, cioe Vi dn tale che F; C K, allora
Gal(L/K) = @Gal(Kn/Q).

Osservato che la famiglia { K, } ¢ totalmente ordinata, segue:

Gal(L/K) 2 lim (Z/2Z)" = ﬁz/zz,

i=1

in quanto si identifica una successione {a,, € (Z/2Z)"},, con il suo elemento limite in [~ Z/27Z.

Esempio. Vogliamo trovare tutte le sottoestensioni di F,/F, (o equivalentemente tutti i sotto-

A

gruppi chiusi di Z). Se ¢ € un primo, denoto Ly = |J,~o Fpe; si osserva che [L, : F,| = [F, :
L) =400 e Gal(L,/F,) = Z,. -

Sia F' un campo tale che F, C F C L,; considero sup {[F,(z):F,] |z € F} = ¢"*, con
0 < np < oo. Dico che F'=TF ;»r (con la convenzione che L, = Fq):

C) Se np = 0o € ovvio, mentre se nyp < oo vale in quanto [F,(z) : F,] | ¢"F Vz € F;

D) Se np < oo, allora Jr € F tale che [Fy(z) : F,] = ¢"#, dunque F' 2 Fy(z) = F onr;
se np = o0, allora l'estremo superiore ¢ > n Vn, cioe esistono elementi in F' di grado
arbitrariamente grande su IF,,, cioe F' O F» Vn > 0.

Ne ricaviamo che i sottogruppi chiusi di Z, sono i gruppi di Galois Gal(L,/F ) al variare di
n € NU {oo}; consideriamo solo n € N, in quanto se n = oo il gruppo di Galois viene banale.
Detto ¢ il Frobenius di L,/F,, si ha che Z, = Gal(L,/F,) = (¢); inoltre (¢7") fissa F i ma

non F o1, dunque (¢7") = Gal(Ly/Fpem). Ma se ¢ ¢ I'isomorfismo:

905@%%1
o +— 17

allora la restrizione di ¢ a (¢?") da un isomorfismo:

Pligamy (") — ¢"Z,

da cui si deduce che Gal(Ly/F,m) = ¢"Zq; per quanto visto prima otteniamo anche che i
sottogruppi chiusi di Z, (con la topologia indotta come limite proiettivo) sono della forma
q"Zy, con n € NU{oo} (e la convenzione ¢*Z, = {0}).

Passiamo ora al caso generale di un’estensione intermedia K di E/Fp; preso un qualunque
primo ¢, denotiamo K@ = K N L,. Allora si ha:

K = HK@).
q
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D) Ovvia, in quanto ciascuno dei K@ ¢ contenuto in K.

C) Siaz € K, e diciamo che [Fy(z) : Fp] =m, conm = ¢*-...-¢¢"; alloraz € Fym = [[[F & C
p K3
Hi K@)

Percid per quanto visto prima K@ = F e per un certo ny € NU {0}, da cui:
K= Hqu"q'
q

Ma le estensioni F ,n hanno a due a due intersezione banale (cioe F,), quindi segue che:

Gal(F,/K) = [[ 42,
q

in quanto [], ¢"Z, =, ((q”QZq) [+, Zp) e chiuso perché intersezione di chiusi.

Concludiamo che i sottogruppi chiusi di 7. sono quelli del tipo:

H q"Lq = m ((qanq) H Zp) ’

p#q

con ny, € NU {oo} (e con la convezione precedente).
Se definiamo i numeri supernaturali (o di Steinitz) come prodotti formali del tipo Hq g

con n, € NU{oo}, allora i sottogruppi chiusi di Z (e le estensioni intermedie di F,/F,) sono in
corrispondenza biunivoca con i numeri supernaturali:

SN — {sottogruppi chiusi di Z}
[l,¢" — <Hq qn‘?) Z=11,9"Z,

in quanto (H . q”q> 7 = IT 4" Hq Ly = Hq q"1Z, (infatti pZ, = Z, Vp coprimo con ¢ perché

essendo p invertibile modulo ¢, la moltiplicazione per p & un automorfismo di Z,).

2.4 Teoria inversa di Galois

La teoria inversa di Galois studia quali gruppi si realizzano come gruppi di Galois, cioe cerca i
gruppi G per cui 3L D K tale che Gal(L/K) = G, con K fissato.

La parte piu interessante della teoria si occupa della realizzabilita su Q; questa ricerca nasce
dello studio del gruppo (ancora per lo pilt sconosciuto) Gal(Q/Q), in quanto i quozienti di
Gal(Q/Q) sono esattamente i gruppi realizzabili come gruppi di Galois su Q.

L’obiettivo di questa sezione & mostrare che i gruppi abeliani finiti e i gruppi simmetrici sono
realizzabili come gruppi di Galois su Q. Iniziamo innanzitutto a vederlo per i gruppi abeliani;
per farlo abbiamo bisogno di un importante teorema (caso particolare del teorema di Dirichlet),
che non dimostriamo:

Teorema 2.4.1. Preson € N, esistono infiniti primi nella progressione aritmetica 1+ kn, cioe
esistono infiniti primi p congrut a 1 modulo n.

Proposizione 2.4.2. [ grupp: abeliani finiti si realizzano come gruppi di Galois su Q.

40



Dimostrazione. Vediamo innanzitutto che la tesi vale per i gruppi ciclici finiti; sia n € N e
p =1 (n) primo. Visto che G = Gal(Q((,)/Q) = Z/(p — 1)Z, esso conterra un (unico)
quoziente G/H isomorfo a Z/nZ, dunque, indicato F' = Q((,)", si ha che F & il campo voluto.
In generale, se G = Z/niZ X ... x Z/nZ vediamo per induzione su k che G & realizzabile su
Q (il passo base ¢ appena stato fatto).

Se Fy ¢ tale che Gal(F},/Q) = Z/mZ X ... X Z/niZ ed ho preso Z/n;Z come quoziente del
gruppo di Galois di Q((p,) su Q, con p; = 1 (n;), allora scelgo pri1 = 1 (ng41) tale che
P41 & {P1,-- -, P }; in questo modo, detto F' il sottocampo di Q((,,,,) con gruppo di Galois
su Q isomorfo a Z/ny,17Z, si ha Gal(Fy, X F) 2 Z/mZ x ... X Z/ng1Z (in quanto F, N F C
[T Q) N Q) =TT (Q(G) N QG) = T Qi) = Q- m

Osservazione. Z non si realizza come gruppo di Galois perché non ¢ profinito, in quanto non
coincide con la sua chiusura proiettiva, definita come il limite proiettivo dei quozienti G/N
con N che varia fra i sottogruppi normali di G (la chiusura proiettiva di Z ¢ infatti Z).

Osservazione. Definisco Q% = |J xog K la massima sottoestensione di Q abeliana su Q; Q%
abel. fin.

¢ fissata dal minimo sottogruppo chiuso N di G = Gal(Q/Q) tale che G/N sia abeliano, cioe

N =[G, G]. G/N non ¢ altro che 'abelianizzato di G.
Proposizione 2.4.3. L’abelianizzato di G é isomorfo a Z*.

Dimostrazione. Per il teorema di Kronecker-Weber, Q* = J, .y Q((,), dunque l'insieme delle
estensioni ciclotomiche & filtrante nell’insieme delle sottoestensioni di Q. da cui:

Gal(Q™/Q) = lim Q(C.)/Q = lim (Z/nZ)" = 27,

in quanto {a;} € 7 ¢ invertibile <= ciascun a; ¢ invertibile. O

Vogliamo adesso dimostrare che tutti i gruppi simmetrici si realizzano come gruppi di Galois su
Q; per farlo vediamo prima che tali gruppi si realizzano come gruppo di Galois su un qualche
altro campo.

Sia K un campo, T3,...,7T, indeterminate, L = K(Ti,...,T,). Allora S, agisce su L per
permutazione delle indeterminate:

T — Tg(l)
S,20+— : € Aut(L).
Tn — Ta(n)

S, fissa il campo F' = L e visto che & finito, abbiamo che L/F & di Galois e Gal(L/F) = S,..
A questo punto, preso G un gruppo finito, per il teorema di immersione di Cayley dn tale che
G — S,, quindi L/LY & di Galois e Gal(L/LY) = G.

Osservazione. F = LS ¢ il campo delle funzioni simmetriche; in particolare contengono le
funzioni simmetriche elementari: so = 1, sy = > . T}, $2 = ZK]' TiT;,. .., s = [, T
Dunque K(sy,...,8,) C F.

Teorema 2.4.4. 1. = K(sy,...,s,) e quindi Gal(K(T1,...,T,)/K(s1,...,5,)) = Sy.
2. 81,...,5, sono algebricamente indipendenti.
Dimostrazione. 1. K(si1,...,s,) € F, dunque [L : K(s1,...,s,)] > nl. Ma il polinomio

px) =1 (x —T;) = 2" —s12™ '+ ...+ (=1)"s,, € K(s1,...,8n)[x] e L & il campo di
spezzamento di p su K(sy,...,s,), quindi [L: K(s1,...,8,)] < nl
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2. Siano S, ..., S, altre indeterminate e sia f(x) = >, (—1)"S;z"; allora, se t1,...,t, sono
le radici di f in una chiusura algebrica, L= K(Sy,...,8)(t1,...,ty) = K(t1,...,t,), in
quanto le S; sono le funzioni simmetriche in ¢;.

Definisco un omomorfismo di valutazione:

K[Tl,...,Tn] — K[t1,7tn]
T; — t;

che e ben definito in quanto le T; sono algebricamente indipendenti. Ma tramite questa
mappa s; — 5; e le S; sono algebricamente indipendenti, quindi anche le s; devono esserlo.

O
Osservazione. Abbiamo visto che, partendo da Ti,...,T, indeterminate e dette sq1,...,s, le
funzioni simmetriche elementari nelle T}, allora Gal(K(Ty,...,T,)/K(s1,...,5.)) = Sp.
Viceversa, partendo da Si,...,S, indeterminate e dette ty,...,t, le radici del polinomio

> (=1)Sat, allora Gal(K(ti,...,t,)/K(S1,...,5,)) = S, in quanto K(si,...,s,) =
K(Sl,...,Sn)eK(Tl,...,Tn)%K(tl,...,tn).

Enunciamo il seguente importante teorema, che usiamo per trasferire la realizzabilita dei gruppi
finiti da un campo generico a Q, ma che non dimostriamo:

Teorema 2.4.5 (di irriducibilita di Hilbert). Sia » > 1 e f(Th,..., T, X1,...,X,) €
Q[Ty,...,T,, X1, ..., X,] un polinomio irriducibile. Allora esistono infinite n-uple (ay, ..., a,) €
Q" tali che f(ay,...,an, X1,...,X,) sia irriducibile in Q[ X1, ..., X,].

Corollario 2.4.6. I gruppi simmetrici si realizzano come gruppi di Galois su Q, cioe Vn € N,
esiste un campo K D Q tale che Gal(K/Q) = S,,.

Dimostrazione. Q(T1,...,T,)/Q(s1,...,$,) ¢ finita e di caratteristica 0, quindi ¢ semplice,
cioe Q(T1,...,T,) = Q(s1,...,8x)(a(T1,...,Ty)), con a(T},...,T,) = 1Ty + ... + ¢, T, €
Q[T1,...,T,] per il teorema dell’elemento primitivo.

Sia ft = pla(ry,.. 1) € Q[s1,- .., Sp, ] il polinomio minimo di a(7T7,...,T5) su Q(sq,...,s,) (in
realtd a priori si avrebbe che u € Q(sy,. .., s,)[x], ma si pué dimostrare con un lemma tecnico
che in effetti pu € Q[sq, ..., sy)[x]); si ha che:

M(Tl, Ce ,Tn,ZE) = H ([E — a(Tg(l),...,Tg(n))),

geSy,

in quanto il gruppo di Galois di Q(71,...,7,)/Q(s1,...,S,) € S, che agisce per permutazione
sulle indeterminate.

S1,...,8, sono algebricamente indipendenti, quindi posso applicare il teorema di irriducibilita
di Hilbert: esiste una n-upla (ai,...,a,) € Q" tale che @ = u(ay,...,a,,z) ¢ irriducibile in
Q[z]. Sia @ € Q radice di z; dico che Q(a)/Q & di Galois con gruppo di Galois isomorfo a S,,.
7z ha grado n! perché u ha grado n! nella variabile z, dunque [Q(@) : Q] = n!; d’altra parte, se
p(z) =2" —az" ' +.. .+ (=D, e ty,..., t, € Q sono le radici di p, allora @ = a(ty, ..., t,)
(in quanto le a; sono le funzioni simmetriche nelle ¢;, le s; sono le funzioni simmetriche nelle 7T;
e a; € stato sostituito nella s;), quindi [Q(@) : Q] < [Q(t1,...,t,) : Q] < n!, poiché p ha grado
n.

Si conclude che Q(@) = Q(t4,...,t,) e, visto che Gal(Q(ty,...,1,)/Q) < S, e [Q(t1,...,t,) :
Q] = n!, si giunge alla tesi. O
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2.5 Discriminante, traccia e norma

Cominciamo la sezione con qualche breve richiamo sul risultante.

Definizione 2.5.1. Si definisce risultante fra due polinomi f(z) = Y .I' a2’ e g(x) =
Z;n:l b;x? il determinante della matrice di Sylvester:

Ris(f, g) = det Syl(f, g) = det ) cbzn ... ap
m - Do
b - Do

Proposizione 2.5.1. 1. Ris(f,9) =0 < (f,g9) #1
2. Ris(f,g) € Zla;, bj] ed é omogeneo.
3. 3h, k € Z]a;, bj][x] con degh < degg e degk < deg f tali che Ris(f,g) = fh+ gk.
4. f(@) =a]l, (z — i), g(x) = b][}L, (x — Bi). Allora:
Ris(f,g) = a™ [ [ g(ei) = (0™ [ [ £(8)) = a™v" ] ] (ci = ).
=1 Jj=1 1,

Corollario 2.5.2. Siano p.(z) e pg(x) polinomi in cui si annullano rispettivamente o e f3.
Allora:

1. Risy(pa(y), ps(x +y)) si annulla in o — f5.
2. Ris, (;u(y), ,ug(:cy)) si annulla in of.

Definizione 2.5.2. [ € K[z], deg f > 1, f(z) = a[[,_, (xr — a;). Si definisce discriminante
di f il numero:

disc(f) = a*"V H (o — ;).

Proposizione 2.5.3. Ris(f, ') = (—1)(g)a disc(f).

Dimostrazione. f'(z) =a) i [[;4 (v — a;), dunque:

Ris(f, ) H "1H<aH(ai—aj)>.

i=1 i

Esempi. o f(z) =az®+bxr+c

a b c
Ris(f,f)=det [2a b 0| = —aA,
0 2a b

quindi disc(f) = A = b? — 4ac.
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o f(z)=a®+azx+b.

Ris(f, f') = det = 4a® + 270,

OO W o
S W o= O
wWw o e O e
o OoOa <o
Q O O o O

quindi disc(f) = —4a® — 270°.

Osservazione. disc(f) € Z[coefficienti di f], poiché Ris(f, f') € Z[coefficienti di f]ea | Ris(f, f’)
perché divide la prima colonna della matrice di Sylvester.
Inoltre disc(f) =0 < Ris(f, f') =0 <= (f,f') #1 <= f ha fattori multipli.

Riprendiamo la notazione f(x) = a[[;_; (* — o) e poniamo § = [ |
Abbiamo che disc(f) = a*" 162 € K, ma in quali casi § € K?
K(aq,...,ay) € il campo di spezzamento di f su K e Gal(K(ay,...,q,)/K) < S,, dunque S,
agisce per permutazione sugli o:

i<j (Oéi—Oéj) c K(Oél,...,Oén).

S, — SH{a,...,an})
Q1 — Qg(1)
o +— :

Qp 2 Qg (n)

Restringendo 'azione a {+d}, ¢ immediato vedere che le permutazioni pari agiscono banalmente
su ¢, mentre quelle dispari mandano ¢ in —J; dunque abbiamo mostrato:

Proposizione 2.5.4. f € Klx| irriducibile, deg f = n, L = K(ay,...,q,) campo di spezza-
mento di f su K. Allora Gal(L/K) C A, <= § € K <= disc(f) € K*.

Esempio (Polinomi cubici). Se f € K[z] ¢ irriducibile e deg f = 3, allora, posto F' il campo di
spezzamento di f su K, Gal(F/K) < S5 e dunque ¢ o S3 0 A3 = Z/3Z.

Per quanto appena visto, Gal(F/K) 2 Z/3Z <= disc(f) € K.

Esempio (Polinomi biquadratici). char(K) # 2, f(z) = z* + az® + b € K|z] irriducibile, L
campo di spezzamento di f su K. Vista la limitazione sulla caratteristica del campo, f e
separabile. Vediamo che tipo di isomorfismo ha Gal(L/K) < S;.

Poniamo ¢(z) = z? + ax + b; detto A = a® — 4b, siano «, 3 le radici di ¢ in K. Allora
f(z) = (2% — a)(z* — B) e quindi L = K(y/a,v/B) ¢ il campo di spezzamento di f su K.
Denotato F = K(v/A) = K(a) = K(f), si ha un diagramma:

K(Va,v/B)

e [K(y/a): F]=[K(y/B): F] =2 in quanto se fosse 1 si avrebbe che 2 — « (e dunque f) non
sarebbe irriducibile.

Dunque [L: K]=408. [L: K] =4 < K(Ja)=K(/B) < F(J/a)=F(/B) <
Va=n+my/p <= Ja=my/B < F3>a=myaf < aff =0b¢c F? quindi se
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b¢ F? [L: K| =8equindi Gal(L/K) ¢ il 2-Sylow di &y, cio¢ Gal(L/K) = D,.

Se invece b € F?, allora b = (c + dvA)? = & + d*A + 2cdvVA € F? = ¢d = 0; se ¢ = 0, allora
b=d?A ¢ K? in quanto A ¢ K? mentre se ¢ # 0 (e quindi d = 0), allora b = ¢* € K?. Visto
che:

disc(f) = H (z; — x;)° = - = (4a)(48)(a — B)* = 16\04?/(@ — ) = 16bA2,
< =b —+J/A

allora disc(f) € K? <= b e K? ne segue che:
e sebe K? Gal(L/K) C Ay e dunque Gal(L/K) = Z/27 x 7/2Z;

eseb¢ K% Gal(L/K) € Ay e dunque Gal(L/K) = 7Z/47Z (in quanto I'unico sottogruppo
transitivo di S, isomorfo a Z /27 x 7Z./27. é contenuto dentro Ay).

Definizione 2.5.3. G gruppo, K campo. Un carattere ¢ un omomorfismo y : G — K*.

Osservazione. L’insieme dei caratteri non e chiuso rispetto alla somma, ma puo essere visto
come un sottoinsieme del K-spazio vettoriale degli omomorfismi K-lineari G — K.

Teorema 2.5.5 (di indipendenza dei caratteri di Artin). Caratteri distinti sono linearmente
indipendenti.

Dimostrazione. Sia n il minimo tale che Jyq, ... x, distinti e linearmente dipendenti, n > 2.
Allora esistono aq,...,a, € K tali che a1x1 + ...+ a,x. = 0.
Ma preso h € G tale che xi(h) # x2(h), si ha:

0
0

arx1(h)x1(g) + .- + anxa1(h)xa(g)
arx1(h)x1(g) + .- + anXn(h)Xn(g)

da cui sottraendo si ottiene una combinazione lineare di lunghezza < n non nulla che da
I’omomorfismo nullo, in contraddizione con la minimalita di n. O

Definizione 2.5.4. ¢ : V — W K-lineare. Definisco det ¢ come det A e Tr ¢ come tr A, dove
A e la matrice associata a ¢ rispetto a una qualunque base.

Definizione 2.5.5. L/K finita, « € L, ¢, : L — L moltiplicazione per «. Si definiscono
traccia e norma di a:

Trr (o) = Trgq N k(o) = det @q.
Osservazioni. 1. Trp (), Np/r(o) € K.
2. Trpx(ao +03) = aTrp (o) + b Trp i (B) Va,b € K, Vo, 3 € L.
3. Np/(aB) = Npjr(a) Npyx(B) Vo, B € L.
4. Neyr(2) = |12/
Lemma 2.5.6. [L: K] =n.
1. a € K. Allora Trp k(o) = na, N/ (o) = ™.
2. 8e L = K(a) e po(z) = 2"+ 2™t + ...+ ¢, allora Trp k(o) = —¢1 e Npjg(a) =
(—=1)"cp.
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3. a €L, [L:K(a)]=s. Allora Try k() = s Trryx(@) e Npg(a) = (Ng@yr(a))’.

Dimostrazione. Rispettivamente basta notare che ¢, = aId, u, € il polinomio caratteristico di
[©a], € il polinomio caratteristico di [ps] € (pa(z))’. O

Proposizione 2.5.7. n = [L : K| = [L: K|;|[L: K| =q -7, 01,...,0, immersioni di L/K.

Allora Vo € L: .
Trp k(o) = ani(a), Np/k(a) = (H Oi(oz)> :
i=1 i=1

Dimostrazione. Se o € K la tesi € banale. Sia invece « tale che L = K(a); abbiamo:

T

o () = 2" e L A, = H (x —oi(a))? = <xT — Zai(a)xr_l +...+(=1) Hai(a)> ,

=1

dunque usando il punto 2) del lemma precedente si ricava la tesi.
Infine, se a € L generico, con [L: K(a)] =s=q,-r1, [K(a) : K] =qa-re, 7 =71T2, ¢ = q1 "o,
allora per il punto 3) del lemma:

T2

Trpx(a) = [L: K(o)] Ty r(a) = (@r)g » i),

=1

con le 7; immersioni di K(«a)/K.
Ma ogni 7; si estende in r; modi a L che si comportano come 7; su «, dunque:

T2

TI"L/K(Q) = (q1g2)71 Zﬂ‘(a) = QZ oi().

i=1
Per la norma il ragionamento ¢ del tutto analogo. O]

Corollario 2.5.8. L/K normale. Allora Trp k(o) = Trp/k(o(a)) e Npjg(a) = Ny (o(a))
Vo € AUtK(L)

Corollario 2.5.9. K Q L g M. Allora TI‘M/K = TrL/KOTrM/L e NM/K = NL/KONM/L'

Dimostrazione. Basta notare che, dopo aver spezzato il grado separabile da quello inseparabile,
se y; sono le immersioni di L/K e 7; sono le immersioni di M /L allora le immersioni di M/K
sono 7; o 75, dove 7; € un’estensione qualsiasi di y; a M. ]

Corollario 2.5.10. L/K finita.
1. L/K ¢ separabile <= Trp ik € non banale <= ¢ surgettiva.
2. Se L/K ¢ separabile, l’applicazione bilineare:

tr: LxL —» L
(.T,y) L TrL/K(‘Ty)

¢ non degenere e induce un isomorfismo:

~

p: L — L
v — Trpi(ve)

Dimostrazione. 1. <) Se L/K non & separabile, la traccia ¢ identicamente 0 perché ¢ =
[L : KJ; & una potenza della caratteristica.
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=) Restringendo le immersioni o; : L* — K | la traccia ¢ somma di caratteri e dunque
non identicamente nulla.

2. Ker(yp) ={x | Try/x(xL) =0} = {z | xL = 0} = {0} e si conclude per dimensione.
[

o~

Osservazione. L = ¢(L) = {Trp x(xe)}zer, dunque se {x1,...,x,} ¢ una K-base di L, si ha
una base duale {y1,...,y,} K-base di L tale che:

Trp k(x:y;) = 6ij.

Infatti esiste { f1, ..., fu} K-base di L tale che fi(x;) = 0;;, ma & surgettiva e dunque esistono
Y1, .., Y taliche fi = Trp k(ys®) Vi; {y1,...,yn} € una K-base di L in quanto la sua immagine

tramite ¢ ¢ una base di L.

Proposizione 2.5.11. L = K(«) sepambile {1,a,...,a" '} K-base di L. Detto f(x) il
polinomio minimo di o su K, allora, se == = 3, 12"~ Yy 4 Bix + By, si ha che:

{ BO ﬁn—l }
i) 7 f(a)
Dimostrazione. Dobbiamo verificare che Try <%am> = i Sla:

Gm (@) = Trp i <fo”2} ﬁ(Z)) = Try/x (2 f,ﬁ(;)xiozm> - éx Try i (flf;)am).

Dico che g,,(xz) = 2™ (e avrei la tesi). Per vederlo, mi basta mostrare che g,,(z) — 2™ ha n
radici, in quanto m < n — 1. Siano ag,...,q, radici di f(z), con o;(a) = «; (le o; sono le
immersioni di L/K); allora:

¢ la base duale di {1,c,...,a" 1}

m

=1

dunque:

a!m a’
- = [ (- l ="

n
[z
O./l =
Z T = Qi |g—gy, Hj;éi (a; — ) il H#z (au — )

]

Osservazione. L/K separabile finita, {zy,...,2,} K-base di L. Se K C F C L, allora

{Trpp(z1),..., Tryp(z,)} genera F/K.
Infatti se « € F', L/F & separabile e dunque 3y € L tale che Trp p(y) = a;se v = > | a;a;,
allora v = > | a; Trpyp(z).

Teorema 2.5.12 (90 di Hilbert). L/K ciclica (e dunque finita) di grado n, G = Gal(L/K) =
(o). Allora:
1. Npg(a) =1 <= 3B € L* tale che a = %

2. Trpr(o) =0 <= 3B € L tale che a = — o (B).
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Dimostrazione. Osserviamo che I'implicazione <= € ovvia in entrambi i casi; vediamo dunque
I'altra.

1. Sia a € L* tale che Np /5 (a) = 1. La somma di caratteri:
X=1+ac+ac(@)o®+ ...+ (ao(a)...0c"*(a)) c" ' #£0,
dunque esiste v € L* tale che y(7) # 0. Sia 8 = x(7); abbiamo:
{5 =7+ ac(7) + (ac(@)e?(7) + ... + (ao(@) ... " 2(a)) "} (7)
o(B) = o(7) +o(a)o*(y) + (o(a)o*(a))o’(y) + ... + (o(a@)o?(a)... 0" Ha)) 0" (7)

Osservato che o"(y) = v e che 1 = Ny /k(a) = ac(a)o?(a)...0" ' («), & evidente che
ac(f) = p.
2. Per separabilita di L/K, esiste v € L tale che Trz, k() # 0. Poniamo:

1
- Trrx(7)

Quindi si ha:

(ao(v) + (a4 o(@)d?*(y) +...+ (a+o(a) +...+ U"_Q(oz))a”_l(y)) )

o(B) = m o(a)o?(y) + (o(a) + o (a))a®(y) + ... + (o’(a) 44 O.n—1<a)> @
da cui

1 ) . » )
B—o T n () a(o(y)+a*()+...+" (7)) —\(a(a) + v—|—a (0‘)), .

Il precedente ¢ la versione classica del famoso teorema 90 di Hilbert; esiste pero una sua for-
mulazione piu generale in termini coomologici, che implica la versione precedente; prima di
enunciarla abbiamo bisogno di qualche definizione.

Sia G un gruppo e sia A un G-modulo, cioé un gruppo abeliano su cui G agisce per molti-
plicazione a sinistra nel modo naturale, cioe ¢ : G — Aut(A) ¢ un’azione e g - a = @4(a)

Vg € G,a € A.
Definizione 2.5.6. Si definisce primo gruppo di coomologia di GG a valori in A il quoziente:
_Z 1( )
HY (G, A) =
(

dove ZYG,A)={f:G — A| f(cod') =a(f(d"))f(0) Vo o' € G} eil gruppo degli 1-cocicli e
BYG,A)={f:G — A|3Ja € Atale che f(c) = 0c(a)la Vo € G} «Z*(G, A) ¢ il sottogruppo
degli 1-cobordi.

Teorema 2.5.13 (90 di Hilbert - versione coomologica). L/K di Galois finita, G = Gal(L/K).
Allora:

1. H\(G, L*) = {1}.
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2. HY(G, L) = {0}.

Dimostrazione. 1. Sia f : G — L* un 1-cociclo. Vediamo che ¢ un 1-cobordo.
Y e f(0')o’ € una combinazione non nulla di caratteri, dunque esiste ¢ € L* tale che

b=>3 ,ccf(d)d'(c)#0. Se o € G-
o)=Y o(f(e) (eod)(c)=flo)" Y flood)(ood)(c)=

N—— ;
o'eG —f(o00) f(0)~1 o'eG

S F(0)e () = fo) .

o'eG

2. f: G — L 1-cociclo, cioe f(gooc’) =a(f(o'))+ f(o). Cerco b tale che f(o) = b — o(b)
Vo € G.
Se ¢ ¢ tale che Tryx(c) # 0, dico che I'elemento:

Zf

Tr
L/K Jaryert

funziona; il conto conclude la dimostrazione.

]

Come avevamo annunciato, vediamo che effettivamente la versione coomologica ¢ piu forte di
quella classica: sia L/K ciclica di grado n, con G = Gal(L/K) = (o), e sia a € L* tale che
N,k (a) = 1. Definiamo:
f: G — Lr
ol — aoc(a)...c"Ya)

f & un 1-cociclo, infatti:
fle'od?) = f(6"™) = ac(a)...c"" a) = ac(a)...c™(a),

(dove k indica la classe di resto di k modulo n) in quanto Ny x(a) = ao(a)...0" Ha) = 1,
mentre:

o' (f(o")f(o") = o' (ao(a)...0" Ha))ao(a)...c"  (a) = ac(a)...c7 Ha).
Ma allora f & un 1-cobordo, dunque 38 tale che a = f(o) = o(8) 5.

2.6 Estensioni cicliche: teoremi di Kummer e Artin-Schreier
Teorema 2.6.1 (Kummer). K campo, char(K)tn, (, € K.
1. Se L/K ¢ ciclica di grado n, allora o € L tale che L = K(«) e po(z) = 2™ — c.

2. Se L = K(a) e a é radice di 2" — ¢ € K|[z], allora L/K ¢ ciclica di grado d | n. Inoltre
o) = 2% — a? (in particolare o € K, e [L : K] = min{d | o? € K}).

Dimostrazione. 1. L’estensione ¢ ciclica, dunque G = Gal(L/K) = (o); visto che ¢, € K,
allora Ny (¢, ') = (¢, 1)" = 1.
Per il teorema 90 di Hilbert, esiste o € L* tale che (;! = () cioe tale che o(a) = (a.
Dunque Ga = {¢! a}ocicn_1-
Osservo che (Ca # (Ja Vi # j, in quanto il polinomio z" — 1 & separabile (perché
char(K) t n), dunque ((,) e ciclico di ordine n; ma allora @ ha n coniugati, quindi ha
grado n e percid L = K(a). Inoltre pa(z) = [[1) (z — (ia) = 2 — o™
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2. Posto f(x) = x™ — ¢, sappiamo che f(a) = a”™ — ¢ = 0. Le radici di f sono {¢’a}o<i<n_1
e, analogamente a prima, sono tutte distinte.
Ma ¢, € K C L, quindi tutte le radici di p, sono contenute in L, cioe L/K & normale;
inoltre L/K ¢ separabile, perché « & radice di un polinomio separabile, dunque L/K & di
Galois. Sia G = Gal(L/K).
Vo € G, o(a) = (I per un certo j,, ma ’omomorfismo:

G —  (G)
o — Cja—ﬂ

e iniettivo, poiché a genera l'estensione, quindi G < ((,) e percio G & ciclico di ordine

d|n.

Sia G = (0g). Tramite 'omomorfismo precedente, oy + (0 = , dunque oy(a?) =

(oo())? = (Fdad = af, cioe a? € K in quanto fissato dal gruppo di Galois.

A questo punto, visto che pi,(z) | z4—a? € K[z], per motivi di grado si ha ji,(7) = z¢—a“.
[

oo(e)

Teorema 2.6.2 (Artin-Schreier). K campo, char(K) = p primo (e dunque (, € K, perché
lunica radice p-esima di 1 € 1 stesso).

1. Se L/K ¢ ciclica di grado p, allora o € L tale che L = K(a) e po(x) = 2P —x — c.

2. Se L = K(a) e« é radice di 27 — x — ¢ € K|z, allora L/K é ciclica di grado 1 o p.
Pit precisamente, [L : K] =1 <= 2P —x — ¢ si spezza completamente in K|z|, mentre
[L:K]|=p <= 2P —x — c ¢ wrriducibile in K|[z].

Dimostrazione. 1. Sia Gal(L/K) = (o). Tryx(1) = p = 0, quindi per il teorema 90 di
Hilbert Ja € L tale che 1 = o — o(a), cioe o(a) = a — 1. L’orbita di a ¢ percio della
forma Ga = {a — i}o<i<p-1, dunque « ha p coniugati, quindi L = K(«).

Visto che o(a? —a) =c(a)) —o(a)=a? —1—(a—1) =al —qa, allorac=a? —a € K
e percio pi,(z) = 2P —x — c.

2. Sia f(z) = 2P —x —c. f(a) =0, quindi anche f(a+i) =0V0<i<p-—1.
{a+1i}o<i<p—1 sono le p radici distinte di f, dunque L/K & normale e separabile e cioe di
Galois; sia [L : K] = d.

d d
K BTI'L/K Z Oé‘i‘.]z —dOé‘f‘Z]w
=1 i=1
€K

quindi da € K. Se a € K, allora 'estensione € banale e f(z) si spezza completamente in
Kz]; se o ¢ K, allora p | d, dunque [L : K| =d=pe f(z) ¢ irriducibile in K|x].
O

Osservazione. In entrambi i precedenti teoremi si puo evitare di usare il teorema 90 di Hilbert
usando 'algebra lineare. Vediamo come separatamente:

1. G ¢ ciclico di ordine n, dunque il polinomio caratteristico di ¢ € p,(x) = 2" — 1 =
[1=) (z —¢) € K[z], dunque ¢, & autovalore e percid esiste a # 0 tale che o(a) = G,a.
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2. Il polinomio caratteristico e il polinomio minimo di ¢ sono p,(x) = py(z) = 2 — 1 =
(x — 1), con p = char(K). Ma allora la forma di Jordan di o é:

1 1
J(0) =
1
1
Se vy, ...,v, € una base di Jordan, allora o(v;) = vy (quindi v; € K) e o(ve) = vg + v1;

ma allora o (%w) = i’UQ + 1, cioe esiste « tale che o(a) = a + 1.

Teorema 2.6.3 (Artin). K campo, i € K. Se [K : K| < 400, allora K = K(i).
Inoltre, se K/K ¢é non banale, allora char(K) = 0.

Dimostrazione. Sia [K : K] < +o00. Sicuramente K /K & normale e, se char(K) = 0, & anche
separabile; ma se K non fosse perfetto, allora la chiusura perfetta di K (contenuta in K)
avrebbe grado oo su K, assurdo, dunque K /K ¢& separabile (e quindi di Galois finita) in ogni
caso.

K D K(i), percio K/K(i) & di Galois finita. Sia G = Gal(K/K(i)) e supponiamo per assurdo
che |G| > 1; allora esiste [ primo tale che [ | |G|. Sia H < G tale che |H| =1le L = K" Posto
char(K) = p, distinguiamo due casi:

p = 1) Per Artin-Schreier esiste a € K tale che K = L(a) e p4(7) = 2P —x—c € L[z]. La mappa:

T K — K
a — o —«o

¢ ovviamente surgettiva; affermo che Trg,; o = 7 0 Trg,,. Visto che siamo in caratte-
ristica p > 1:

Trge/1(7(0)) = T (0 = ) = Trg (@) = Trg () = 7 (Trg @)

Essendo la traccia surgettiva, ne segue che anche 7, ¢ surgettiva; in particolare esiste
a € L tale che o — a — ¢ = 0, quindi p,(x) non & irriducibile, assurdo.

p#1) ¢ €L, in quanto [L(¢) : L] [l e [L(G) : L] <1 —1; ma allora per il teorema di Kummer
esiste a € K tale che K = L(a) e pia(7) = 2! —c € L[z]. Considero a € K tale che o! = a;
allora:

Ne/1(a)' = Ngyp () = Ngyp(a) = (=1)'(=c) = (=1)"" (o).
Se [ & dispari, allora NK/L(OJ)I = c e dunque N,/ () € L ¢ radice di j,(7), assurdo.
Se invece | = 2, —c = N?/L(Oé)2 ¢ un quadrato in L; ma ¢ € L, quindi ¢ ¢ un quadrato in
L, assurdo ancora per irriducibilita di p,.

Concludiamo dunque che K = K (i). Vediamo adesso che se [K : K] = 2, allora char(K) = 0.
K G K(i) = K, dunque i ¢ K e ciot —1 non & un quadrato in K. Osserviamo perd che la
somma di quadrati in K e ancora un quadrato in K: se a,b € K, allora a + 1b € K ed esistono
z,y € K tali che (z + iy)? = a + ib, quindi:

Nz x(a+ib) = a4+ b = (2 + ) = Nz /x ((z +iy)?) .

Ma allora, se char(K) =p, —1=p—1= ?;11 1 & un quadrato, assurdo. O
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Osservazione. Sia K un campo tale che ¢, € K. Allora p,(x) = 2™ — ¢ & irriducibile <= ¢ ¢
K? Vp | n.

Infatti p, ¢ irriducibile <= [K(a): K] =n <= (per Kummer) a? ¢ K Vd | n,d < n. Ma
al e K <= c=(a%)i e Ki, cioe la tesi.

Osserviamo pero che rimuovendo l'ipotesi (,, € K, 'implicazione < diventa falsa in generale;
un controesempio puo essere 2t + 4 € R[z].

Esercizio. Sia a € Q\Q.
1. Mostrare che esiste un sottocampo massimale E di @/Q che non contiene «.
2. Mostrare che ogni estensione finita F' di E ¢é ciclica.
3. Determinare Gal(Q/E).
Dimostrazione. 1. Basta applicare il lemma di Zorn all'insieme F = {Q C L C Q| a ¢ L}.

2. Ogni F 2 E contiene o per definizione di E, quindi le sovraestensioni di £ hanno un
elemento minimo, che ¢ E(«). Se F)/E ¢ di Galois finita, G = Gal(F'/E) ha un sottogruppo
massimo {e} G H & G tale che F' = F(a); ma allora, se € G\H, (z) € H e dunque
(x) = G ¢ ciclico di ordine potenza di un primo.

Se invece F'/E non ¢ di Galois, allora F /E ¢ di Galois finita, quindi ¢ ciclica e dunque

F/E & di Galois.

3. Dal punto precedente segue che Gal(E(a)/FE) = Z/pZ per un certo primo p; ma allora
tutte le estensioni F'/ E hanno gruppo di Galois Gal(F/E) = Z/p"Z con lo stesso p primo.
Osserviamo inoltre che se F, F'/E hanno grado p", allora il diagramma:

FF’
/N
F F’
p”‘l\ /10”‘1
E(a)

K
E

mostra che F'F'/E(«) ¢ ciclica solamente se F' = F’; ne segue che esiste un’unica sovrae-
stensione di E di grado p" Vn > 1.

Dal teorema precedente si ha che [Q : E] € {2,4+oc}, e vale 2 solamente se E ¢ la
massima sottoestensione che non contiene 7. Nel caso invece che i € E, l'insieme delle
sovraestensioni F'/F finite ¢ filtrante nell’insieme di tutte le sovraestensioni di £ (ci deve
essere un’estensione finita di grado p™ ¥n perché [Q : E] = +oo0 e le estensioni finite sono
cicliche), quindi:

Gal(Q/E) = lim Gal(F/E) = Z,.
O

Osservazione. Dall’esercizio precedente si ricava che il gruppo assoluto di Galois Gal(Q/Q) ha
tutti gli Z, come sottogruppi.

52



2.7 Moduli di Galois: il teorema della base normale

Nel seguito sia A un anello commutativo con 1 e G un gruppo.

Definizione 2.7.1. Si definisce anello di gruppo l'insieme:

AlG] = {Z g9

geCG

ay € A quasi tutti nulli}

con le operazioni:

Z agg + Z byg = Z (ag +by)g, Z agg - Z byh = Z (agbn)gh.

geG geG geG geG heG g,h
Osservazione. Un A[G]-modulo M ¢ un A-modulo e un G-modulo, cio¢ esiste un’azione G —
Aut(M).
In particolare, se un gruppo abeliano ¢ un G-modulo, allora ¢ uno Z[G]-modulo.
Sia ora L/K estensione di Galois, G = Gal(L/K). E facile vedere che L ¢ un K[G]-modulo.
Inoltre, se [L : K| = n < 400, sia L che K[G] sono K-moduli liberi di rango n; dunque, se L
fosse libero anche su K[G], si avrebbe necessariamente che il rango ¢ 1. Vogliamo mostrare che
effettivamente questo ¢ vero in generale; per farlo abbiamo bisogno di qualche lemma.

Proposizione 2.7.1. L/K finita e separabile, Homg (L, K) = {o1,...,0,}, a1,...,a, € L.
{ai,...,an} ¢ una K-base di L <= discpx({a1,...,a,}) = det(o;(cy;))* # 0.

Dimostrazione. 37 bjo; =0 <= 77 bjoi(a;) =0 Vi <= le colonne di (0;(cr;)) sono
dipendenti. O]

Lemma 2.7.2. K campo infinito, S C K, |S| = +oo. Allora per ogni f € K|xy,...,2z,)\{0},
esistono s1,...,8, € S tali che f(s1,...,8,) # 0.

Dimostrazione. Procediamo per induzione; il passo base n = 1 e evidente.
Fissiamo n — 1 incognite come parametri, cioe:

d

flze, ... z,) = Zai(xl, ey )T

i=1
Per ipotesi induttiva esistono sy, ..., s, tali che f(s1,...,s,-1,2,) # 0, ad esempio perché non
annullano il coefficiente di grado massimo, dunque esiste s, € S tale che f(sq,...,s,) #0. O
Proposizione 2.7.3. K campo infinito, L/K finita di Galois, G = Gal(L/K) = {o1,...,0.}.
Allora per ogni f € Lixy,...,x,]\{0} esiste a € L tale che f(o1(a),...,on(c)) # 0.

Dimostrazione. Sia {a,...,a,} una K-base di L; allora, detta A = (0;(c;)), dalla prima
proposizione si ha det(A) # 0. Consideriamo 'applicazione:

Vi Koy, z,] — Ky1, .- U
fl@e,. o m,) — g(ylw-'ayn):f(A(y;l)>

Yn
1 e invertibile, in quanto e un cambio di base fatto tramite una matrice invertibile; dunque

9y, yn) =0 <= f(z1,...,2,) =0.
Visto che f # 0 (e dunque g # 0), per il lemma esistono sy, ..., s, € K taliche g(sy,...,$,) # 0;
ma:

g(s1,...y80) = f (Zal(&j)sj,...,Zan(aj)sj> =f <01 (Z CYij) e Op <Zajsj>) ,

cioe la tesi. O
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Osservazione. Se K ¢ finito, la proposizione precedente ¢ falsa; se infatti K =F, e L = Fn, il
polinomio f(z1,...,2,) =] — x; si annulla su tutte le n-uple in L".

Teorema 2.7.4 (della base normale). L/K di Galois finita, G = Gal(L/K). Allora esiste
a € L tale che L = K|[Gla, cioé L ¢ un K[G]-modulo libero di rango 1.
Tale o st dice generatore della base normale.

Dimostrazione. Separiamo i casi |K| < 400 e |K| = +00.

|K| < +00) Supponiamo |K| = ¢; allora Gal(L/K) = (¢), con ¢ : x — x? Frobenius di L. ¢ ¢
K-lineare e py(x) = 2™ — 1; ma per il teorema di indipendenza dei caratteri, anche
mg(x) = 2™ — 1 = py(x), dunque per un noto risultato di algebra lineare esiste una
base ciclica di L/K del tipo {a, é(a),...,¢" }(a)} (per una dimostrazione di questo
fatto si veda il libro Number Theory, volume 1 di Cohen, Theorem 3.2.5).

|K| = +00) La tesi ¢ equivalente a vedere che esiste o € L tale che disc(oi(a),...,0n(a)) =

det (0(75(c1)))? 0.
0; 0 0; = 0, per un certo k = k(1, j), dunque considero I’applicazione:

e: {1,...,n}x{l,....n} — {1,...,n}
(i,7) — k(i)

Le due applicazioni ¢(i,e) e (e, j) sono evidentemente biunivoche Vi,Vj. Date
X1,..., X, indeterminate, considero la matrice B = (X, ;))i,; per bigettivita di ¢ (i, ®)
e (e, 7), su ogni riga e su ogni colonna di B compare esattamente una e una sola X;

per ogni .
I1 determinante di B det(B) = d(Xi,...,X,) & un polinomio; tale polinomio non &
identicamente nullo, in quanto d(1,0, ...,0) = +1. Ma allora per la proposizione prece-

dente esiste o € L tale che 0 # d(o1(v), ..., 0,()) = det(o,( 5 (a)) = det (0:(0j(a))),
che ¢ la tesi.

]

2.8 Gruppi risolubili e risolubilita per radicali

Definizione 2.8.1. Un gruppo G si dice risolubile se ammette una serie normale, cioe una

catena di sottogruppi:

con G,;11 <G, con i quozienti GGil abeliani.
Esempi. e [ gruppi abeliani sono risolubili.

e [ p-gruppi sono risolubili (in quanto I’esistenza di una serie normale ¢ garantita dai teoremi
di Sylow e i quozienti hanno ordine p).
e | prodotti semidiretti Z/nZ x Z/mZ sono risolubili.

Osservazione. Se G ¢ risolubile e finito, usando il teorema di struttura dei gruppi abeliani finiti
e la corrispondenza fra sottogruppi, si puo raffinare la serie normale in modo che i quozienti
siano ciclici di ordine primo.

Definizione 2.8.2. Definiamo sottogruppo dei commutatori di G il sottogruppo DG =
[G.G] = ({lg,h] = ghg™'h~" | g,h € G}).
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Osservazione. G ¢ abeliano <= DG = {e}.
Inoltre, se N < G, il quoziente % ¢ abeliano < N D DG.

Definizione 2.8.3. Definiamo sottogruppi derivati di ordine superiori i sottogruppi DG,
con DG = G e ricorsivamente D' G = [D'G, D'G].

Osservazione. G = D°G D D'G D .... Inoltre tale successione & tale che le prime k inclusioni,
con 0 < k < 400, sono strette, mentre dalla k + 1-esima in poi sono tutte uguaglianze. Inoltre

evidentemente DG < D'G e D’%% e abeliano.
Proposizione 2.8.1. G ¢ risolubile <= D"G = {e} per un certon > 1.

Dimostrazione. L’implicazione < e del tutto ovvia; vediamo I’altra.

Sia G =Gy 2 G 2 ... 2 Gy = {e} una serie normale. % ¢ abeliano Vi, quindi con
un’immediata induzione si ha che D'G C G; Vi, e percio D"G C G,, = {e}. O

Osservazione. f : G — G’ omomorfismo. Allora [f(g), f(Rh)] = f([g,h]), dunque Df(G) =
f(DG).

Proposizione 2.8.2. 1. G risolubile. Allora ogni sottogruppo H di G ¢& risolubile.

2. H<aG. G é risolubile <— H ¢ % sono risolubili.
Dimostrazione. 1. Se D"G = {e}, allora D"H C D"G = {e}.

2. L’implicazione = ¢ facile, in quanto, se 7 : G — % e la proiezione, D”% = D"r(G) =
m(D"G) = {e}.
Viceversa, se D"H = {e} e D"% = {e}, allora n(D"G) = {e}, ciot D"G C H, quindi
D™D"G = D™"G C D™H = {e}.
[l
Corollario 2.8.3. [[I_, G; é risolubile <= G; ¢ risolubile Vi.

. . . . —1 . a1 . .
Dimostrazione. Per induzione, se [[;_; G; e G, sono risolubili, allora per la proposizione
precedente anche [["_, G; lo ¢. O

Definizione 2.8.4. L/K si dice risolubile se esiste £ O L tale che F/K ¢ di Galois e
Gal(E/K) e risolubile.

Osservazions. e [/K risolubile, K C F C L = F/K e risolubile.
e [ /K risolubile & separabile.

o L/K & risolubile <= Gal(L/K) & risolubile.

Come abbiamo fatto ogni volta che abbiamo incontrato un tipo di estensioni, caratterizziamolo
tramite le solite proprieta:

Proprieta. 2. Le estensioni risolubili si conservano nel traslato: sia L/K risolubile e L la
chiusura normale di L/K’; abbiamo il diagramma:

z/LF
\L

LF\F
o

S NS



Per vedere che LF/F ¢ risolubile, osserviamo che ci basta mostrarlo nel caso L/K di
Galois con gruppo di Galois risolubile, in quanto altrimenti con la stessa dimostrazione
si vede che LF/F ¢ risolubile e quindi anche LF'/F lo e.

In questo caso particolare, LF'/F ¢ di Galois e Gal(LF/F') < Gal(L/K), quindi ¢ risolubile
perché sottogruppo di un gruppo risolubile.

1. Vogliamo vedere che le estensioni risolubili si conservano nelle torri, cioe, dati K C L C
M, M/K ¢ risolubile <= M/L e L/K sono risolubili.

=) Ovviamente L/K & risolubile; inoltre come prima, a meno di ragionare con M
chiusura normale di M /K, posso supporre M/K di Galois e dunque Gal(M/L) <
Gal(M/K) ¢ risolubile.

<) Sia Mg la chiusura normale di M/K, Lx quella di L/K e My quella di M/L:
abbiamo il diagramma:
My

N

LM My,

ris. \

Ly M |ris.

N

ris.

L
ris.

K

Come prima posso supporre M /L di Galois con gruppo di Galois risolubile; posso
anche supporre L/K di Galois, p01che altrimenti ragiono con Ly e dimostro che
LM /K ¢ risolubile (in quanto LM / Ly ¢ di Galois con gruppo di Galois risolubile
perché lo ¢ M/L), da cui anche M/K & risolubile.

In questo caso particolare, affermo che Gal(ﬂ k/K) e risolubile. Per vederlo basta
mostrare che lo sono Gal(L/K) e Gal(]T/[/ /L) (in quanto sono un sottogruppo e il
quoziente del gruppo Gal(ﬂ x/K)); il primo lo & per ipotesi. Per I'altro, osservo che:

Gal(My /L) — [ [ Gal(o(M)/L),
con le o immersioni di M/L; ma visto che Gal(oc(M)/L) = Gal(M/L) Vo, allora
Gal(o(M)/L) ¢ risolubile Vo e dunque anche Gal(MK/L) lo e.

3. Banalmente le estensioni risolubili si conservano nel composto grazie ai primi due punti.
Definizione 2.8.5. L/K finita si dice risolubile per radicali se esiste £ O L e una catena:
K=E,CFE,C..CE,=F
tale che, Vi, vale una delle seguenti condizioni:
1. E; = E;_1(a), con « radice dell'unita;

2. E;=FE;_1(«), con a radice di 2" — a € E;_;[z], e char(K) 1 n;

56



3. E; = FE;_1(«), con a radice di 2P —x — ¢ € E;_;[z], e char(K) = p.

Caratterizziamo anche le estensioni risolubili per radicali tramite le proprieta:

Proprieta. 2. Le estensioni risolubili per radicali si conservano nel traslato: se infatti L/K
e risolubile per radicali e F//K & un’estensione, allora esiste £ O L tale che K = Ey C
... € E, = FE con le proprieta precedenti e traslando con F' si ottiene una catena F' =
FEyC...FE, = FFE con le proprieta precedenti tale che FE O FL.

1. Le estensioni risolubili per radicali si conservano nelle torri, cioe, date K C L C M, M/K
e risolubile per radicali <= sia L/K che M/L lo sono. L’implicazione = ¢ ovvia, in
quanto L/K & banalmente risolubile per radicali e M/L lo & perché una catena per M /K
traslata con L diventa una catena per M/L.

Per l’altra implicazione, sia K = Ly C ... C L', L' O L, una catena per L/K; si ha il
diagramma:
ML

N

L M

N

ris. per rad

ris. per rad

L

ris. per rad

K

in quanto le estensioni risolubili per radicali si conservano nel traslato. Prolungando la
catena precedente con una catena per ML'/L' si ottiene una catena per M L'/K, quindi
ML'/K e risolubile per radicali e dunque lo & anche M/K.

3. Le estensioni risolubili per radicali si conservano nel composto grazie ai primi due punti.
Teorema 2.8.4. L/K finita. L/K ¢ risolubile <= ¢ risolubile per radicali.

Dimostrazione. =) Come al solito posso supporre L/K di Galois con gruppo di Galois

risolubile. Sia m = [[ ,jz:x) p; considero F' = K((y). Abbiamo il diagramma:
p#char(K)

FL

L F
k A per rad.
K

Per mostrare che L/K & risolubile per radicali, basta vedere che lo ¢ 'L/ K, dunque basta
vedere che lo ¢ FL/F. L/K ¢ di Galois risolubile, quindi F'L/F ¢ di Galois risolubile,
G = Gal(LF/F). G ammette una serie normale G = Go 2 G1 2 ... 2 G, = {e} con
quozienti ciclici di ordine primo; passando alla catena dei sottocampi si ha:

FCRG...CF =LF

con % di Galois ciclica di ordine p;.
Se [F; : Fi_1] = p; | m, in F ci sono le radici p;-esime dell’unita, dunque per Kummer
F;, = F,_1(«) con « radice di 2™ — a € F;_i[x]; se invece [F; : F;_1] = p ¥ m, allora

[F; : F;_1] = p = char(K) e si ha la tesi per Artin-Schreier.
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<) L/K e risolubile per radicali, quindi esiste una catena K = Fy C ... C E, = E con
le solite proprieta. Posso supporre E = L, poiché se vedo che E/K ¢ risolubile, lo &
anche L/K. Ma E/K é risolubile <= F;,;/FE; ¢ risolubile Vi, quindi supponiamo
Eit1 = Eij(a). Se a ¢ una radice dell’'unita o una radice di 2? — x — ¢ € E;[x] con
p = char(K), allora 'estensione ¢ abeliana o ciclica e dunque risolubile. Se invece a e
radice di 2" — a € F;[z], consideriamo il diagramma:

Eit1(Ga)

N

Ei(Cn) Ein

-

E;

Ei((,)/E; ¢ risolubile, E;11(¢,) = Ei(Gy)()/Ei((,) € risolubile per Kummer, dunque
E;11(¢,)/ E; ¢ risolubile, percio anche F;y1/E; lo é.
[

Osservazione. Un polinomio p(z) € K|[x] ammette soluzioni scritte utilizzando solo le 4 opera-
zioni e 'estrazione di radice se e solo se, detto L il campo di spezzamento di p su K, I'estensione
L/K ¢ risolubile per radicali.

Segue dunque il noto teorema:

Teorema 2.8.5 (Abel-Ruffini). L’equazione generale di grado n é risolubile per radicali <=
n < 4.

Dimostrazione. Dalla precedente proposizione e dall’osservazione, si ha che I’equazione generale
di grado n e risolubile per radicali <= il suo campo di spezzamento ha gruppo di Galois
risolubile, cioe se e solo se §,, € risolubile, cosa che vale <= n < 4. O

Nel seguito della sezione, dati a,b € IF,,, a # 0, denotiamo:

Oap: Fp —> F,
r +—> ar+b

Il sottogruppo F), = {0ap}ap < S(F,) si chiama sottogruppo lineare; evidentemente |F,| =
plp = 1).

Definizione 2.8.6. G < S, si dice lineare se esiste una bigezione ¢ : {1,...,p} — F, grazie
alla quale G — F,,.

Sia m € S, un p-ciclo; indichiamo con Ng, (7) il suo normalizzatore in S,,.
Proposizione 2.8.6. Ns, (7) = Z/pZ x Z/pZ*.
Dimostrazione. Detto N = Ng, (), sicuramente (7) <N e (r) = Z/pZ. N agisce su {1,...,p},
quindi:
[orby ()] - | Staby (1)] = | N,

ma 7 permuta tutti gli elementi, dunque |orby(1)] = p e |Staby(1)] =p — 1.
() N'Staby (1) = {e} perché 7 non stabilizza 1, dunque:

N 2 (1) x Staby/(1).
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A questo punto, preso o € Staby(1), sicuramente oro~! = 7", dunque a meno di isomorfismo

possiamo supporre 7 = (1 ... p)er+1=7"(1) = omo (1) = o(n(1)) = ¢(2), da cui:

Staby(1) —  Z/pZ*
o — r=o0(2)—1

e I'isomorfismo cercato. O
Osservazione. F, e Ng () sono isomorfi.
Proposizione 2.8.7. Se 0 € F}, ha almeno due punti fissi, allora é l'identita.

Dimostrazione. L’equazione ax + b = x ha una e una sola soluzione se a # 1, mentre se a = 1
ne ha almeno una se e solo se b = 0. [l

Lemma 2.8.8. Sia G < S, un gruppo risolubile che agisce transitivamente su {1,...,p}. Allora
G ha un unico sottogruppo di ordine p.

Dimostrazione. Consideriamo una catena discendente:
con quozienti ciclici di ordine primo. L’orbita di 1 tramite G' ha cardinalita p, dunque p | |G|;

denotiamo p; = ‘qul

. Vediamo per induzione su i che G; agisce transitivamente su {1,...,p}
Vi < n; il caso ¢ = 0 ¢ ovvio.
Supponiamo che G;_1, i < n, agisca transitivamente su {1,...,p}; siano By,..., B, le orbite

dell’azione di G; su {1,...,p}, con B; = orb(z;). Dalla formula delle classi |B;| = |Stal|+|(m])| e

ovviamente p = > 7 | By.
Dati z,y € {1,...,p}, esiste ¢ € G;_; tale che g(z) = y; visto che ¢gG;g~' = G; in quanto
G; < G,;_1 e che:

Stabg, (y) = g~ ' Stab,g,,-1()g,

si ottiene che | Stabg,(z)| = | Stabg, (y)|. Ma allora |B;| = |B;| Vi # j e dunque |B;| € {1, p}.
Ma i < n, quindi G; # {e} ed esiste pertanto un’orbita non banale.

Grazie a questo ricaviamo che G,,_; € ciclico di ordine p, in quanto p | |G;| Vi < n. Sia quindi
H < G di cardinalita p; dico che H = G,,_1. Per vederlo, mostriamo per induzione su ¢ che
H < G; Vi < n, essendo il caso i = 0 banale.

H < G,;_1, dunque consideriamo la composizione:

() =H — Gimy —> Gé‘il
x —  r +—— T

Se per assurdo non si avesse T = ¢, allora T avrebbe ordine p e dunque p? | |G|, assurdo in

quanto G; < G e |G] | p!. O
Proposizione 2.8.9. Sia G < S, che agisce transitivamente su {1,...,p}. Allora sono
equivalentu:

1. G ¢ lineare (cioe G C Ng, () per un certo p-ciclo 7 );
2. G ¢ risolubile.

Dimostrazione. Visto che I'implicazione 1) = 2) ¢ ovvia, vediamo 'altra.
Visto che I’azione & transitiva, p | |G| e dunque m € G per un certo p-ciclo ; per il lemma ()
¢ I'unico sottogruppo di G di cardinalita p e dunque (m) <G, cioe G C Ng, (). ]
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Vediamo adesso come questa teoria si applica allo studio di alcune estensioni di Galois.

Proposizione 2.8.10. f € Klz| wrriducibile e separabile di grado p, G = Gal(L/K), con L
campo di spezzamento di f su K. Se G é risolubile, allora L = K(«, 3), dove a, 8 sono due
qualsiast radici di f.

Dimostrazione. Sicuramente K C K(«, ) C L; sia H < G che fissa K(«, ).
G agisce transitivamente su {1,...,p} per irriducibilita di f, dunque per la proposizione
precedente G ¢ lineare, ma gli elementi di H C G fissano sia « che 3, da cui H = {e}. ]

Corollario 2.8.11. Se f di grado p ¢ irriducibile su Q e ha almeno due radici reali e una non
reale, allora il gruppo di Galois di f su Q non é risolubile.

Sia f € K[z] monico e separabile di grado n e sia L il campo di spezzamento di f su K,

L=K(a,...,an). G=Gal(L/K) < S({au,...,an}).

Proposizione 2.8.12. Se By, ..., B, sono le orbite di {c,...,a,} sotto l'azione di G, allora
f=f o frsuK, dove fi(z) = [[ ep, (T — ).

Dimostrazione. fi(z) € K[x] perché e fissato da G; fi-...- f, | f, ma vale 'uguaglianza perché
f € monico e i due polinomi hanno le stesse radici. L’irriducibilita degli f; deriva dal fatto che
gli elementi di B; sono coniugati fra di loro. O]

Osservazione. Classificati tutti i sottogruppi transitivi di S,,, stabilire chi sia Gal(L/K) equivale
a controllare quali siano fra questi i sottogruppi che contengono permutazioni con tipo di cicli
corrispondenti al tipo di fattorizzazione di f.

Se ad esempio G = (o) e ciclicoe f = f;-...- f., o editipod; + ...+ d,, con d; = deg(f;).
Enunciamo un importante teorema che non dimostriamo, che stabilisce un ponte fra la teoria
di Galois e la teoria dei numeri:

Teorema 2.8.13. Sia A UFD, K = K(A) il suo campo delle frazioni, f € Alx] monico, P C A
primo, e denotiamo f € %[m] e K=K (%). Supponiamo inoltre che f e f non abbiano radici
multiple. Se Gy e Gy sono rispettivamente © gruppt di Galois dei campi di spezzamento di f e
fsuK eK, allora G5 < Gy se li vediamo entrambi come sottogruppi di S({ou, . .., an}) radici
di f.

Osservazione. Con gli strumenti della teoria algebrica dei numeri riusciamo a dimostrare questo
teorema nel caso A = Z, con p { disc(f). In questo caso infatti G ¢ ciclico generato dal
Frobenius, cio¢ Gy = (7) con & permutazione di tipo dy + ... + d,, dove d; = deg(f;) e
f=h-..- |

Ma preso un qualunque primo @) di L sopra p, con L campo di spezzamento di f su @, abbiamo:

7= (@) = (o) = D(Qlp) < Gy,

e questo non dipende dal primo sopra p, in quanto i gruppi di decomposizione D(Q|p) e D(Q'|p)
differiscono per coniugio e non cambiano i tipi di permutazione.
Rimarrebbe solo da verificare che i tipi di permutazione in G e D(Q|p) non cambiano tramite
I'isomorfismo; questo pero e facile in quanto si ha il diagramma:

ﬁLL) ﬁL

ﬂl lﬂ
oL, 0L
Q T Q

che commuta, da cui (%) = o(y) e dunque I'isomorfismo ¢ +— & mantiene i tipi di permutazione
(infatti non modifica le orbite e 7(a;) = @; <= () = ;).
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Esempio. 1l gruppo di Galois del polinomio f(x) = 2° —z — 1 € Z[z] su Q ¢ isomorfo a S5 (e
dunque le sue radici non sono esprimibili tramite le quattro operazioni e 'estrazione di radice).
Infatti modulo 2 & [fla(x) = (2% 4+ x + 1)(2® + 2% + 1), mentre modulo 5 & irriducibile (per
Artin-Schreier, in quanto non si spezza completamente in F5[z]). Ma allora il gruppo di Galois
di [f]2 su Fy e ciclico generato da un 2 + 3-ciclo, mentre il gruppo di Galois di [f]5 su Fy5 e
ciclico generato da un 5-ciclo; si ricava che il gruppo di Galois di f su Q contiene un 2 + 3-ciclo
e un 5-ciclo, cioe ¢ S5 (in quanto S; € generato da un 5-ciclo e da un 2-ciclo, e il cubo di un
2 + 3-ciclo € un 2-ciclo).

2.9 Coomologia di moduli di Galois

Sia A un G-modulo. Useremo la notazione A® = {a € A|g-a=aVg € G} < A.
Un G-modulo A4 si dice banale se A = A°.

Osservazione. Siano A, B G-moduli. Se denotiamo con Hom(A, B) il gruppo degli omomorfismi
di gruppo da A a B, possiamo dotare tale gruppo di una struttura di G-modulo con 'operazione:

(g-f)a):=g-flg~"a)

Se Homg (A, B) ¢ il gruppo degli omomorfismi di G-moduli da A a B (cioe¢ tali che f(g-a) =
g - f(a)), & immediato osservare che:

Homg (A, B) = Hom(A, B).

Proposizione 2.9.1. Sia:
0—A-%B-5C—0

una successione esatta corta di G-moduli. Allora la successione per restrizione:
0 — A¢ 29, B¢ fo, o6
e esatta.

Dimostrazione. La buona definizione delle restrizioni ag e B € del tutto ovvia; inoltre ag e
iniettiva perché restrizione di una mappa iniettiva e Im(ag) C Ker(fg) perché Bg o ag = 0.
D’altronde, se y € Ker(3¢), Ja € A tale che y = a(a), ma y € BY, dunque g-a(a) = a(g-a) =
a(a) e la tesi segue per iniettivita di a. O

Osservazione. In generale, pero, la mappa g non e surgettiva. Consideriamo ad esempio la
successione esatta corta:

O—>(§n>(i>@*i>@*—>0
r — x"

Se G' = Gal(Q/Q(¢y)), la successione per restrizione diventa:

0 — (G) — QG 2% Q)

T — "

e in Q({,) non ci sono radici n-esime di ¢, cioé Sz non & surgettiva.

Osservazione. Se A ¢ un G-modulo banale, Z'(G, A) = Hom(G, A) e B'(G, A) = 0.
Osservazione. H' (G, A) é un G-modulo, in quanto lo é Z'(G, A) con I'operazione (g - ¢)(0) =
gelg~tog).

61



Proposizione 2.9.2. Sia:
0—A-5%B20—0

una successione esatta corta di G-moduli. Allora esiste una successione esatta lunga:
0 — A9 2¢ p¢ 29, o6 2 gY@, A) 2% HYG, B) 25 HY(G,C) —> ...

Dimostrazione. Innanzitutto vogliamo definire §; per farlo, sia c € C% e b € B tale che 3(b) = c.
Si ha:

Blo-b—b)=Bo-b)—Bb) =0 -Bb) —Ab) =0 -c—c=0
Vo € G, cioe 0-b—0b € Ker(f) = Im(«) Vo € G. Visto che « ¢ iniettiva, a meno di isomorfismo
si puo supporre che « sia 'inclusione e dunque o - b — b € A; definiamo pertanto la mappa:

fbi G — A
o — o-b—2»

e definiamo d(c) := f, + BY(G, A). E immediato verificare che f, € Z(G, A); vediamo inoltre
che §(c) non dipende dalla scelta di b.
Sec=p{), B(b—1b)=0e dunque b — b’ = a € A tramite 'inclusione «; ma allora:

(fo— fy)(o) =0cb—b—ob + b =0a—a,

ciot f, — fy € BY(G, A), come voluto.
Vediamo 'esattezza in CC:

§ 0 Ba(b) = 6(Ba(b)) = ob— b+ BY(G, A) = BY(G, A);

viceversa, se ¢ € C% e ¢ € Ker(d), 0 = d(c) = f, + BY(G, A), cioe f, & un 1-cobordo, dunque
esiste a € A tale che ob — b = ca — a Vo € G, cioe b — a € BY ma Bg(a) = Ba(ag(a)) =0,
dunque ¢ = B5(b) = Bg(b—a) e b —a € BE.

Definiamo a questo punto a; (e analogamente (;):

UG, A) — Z(G.B) —s  HY(G,B)
f — aof — aof—l—Bl(G,B)

e definiamo oy (f + B*(G,A)) = ao f + BY(G, B); tale mappa ¢ ben definita (cio¢ passa al
quoziente) in quanto:

(ao fo)(o) = alca —a) = ocala) — ala) = faw) (o).

Tralasciamo la verifica che Ker(a;) = Im(d); la verifica dell’esattezza in H'(G, B) ¢ del tutto
analoga. 0

Esempio. La successione esatta gia considerata:

O—>(§n>é@*i>@*—>0
r — x"

diventa, se G = Gal(Q/Q((,)):
0 — (G) —— Q&) & Q) = HYG () — HYG,Q) —
x — x™
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ma HY(G, () = Hom(G, (¢,)) in quanto (¢,) & un G-modulo banale ¢ H(G, Q") = 0 per
Hilbert 90 (noi abbiamo visto solo il caso di estensioni di Galois finite, ma il teorema ¢ vero
per ogni estensione di Galois); la nuova successione esatta diventa pertanto:

0 — () — Q&) & Q) -5 Hom(G,(G) — 0
x — x"

(per vedere che § ¢ surgettiva potevamo anche mostrare che Hl(@ G, A) = Jim HY(G;, A)).
Con questo ricaviamo ad esempio che:

L QG _ Q)

Im(fe)  (QG)")"

ed identificando ¢ : G — ((,) con il sottogruppo Ker(yp) < G di indice d | n, abbiamo una
corrispondenza fra le estensioni:

Hom(G, (¢n))

Q
L
o
Q(¢n)
tali che L/Q((,) ¢ ciclica di grado d ed elementi in (&(g)))n
Un esempio semplice puo essere la corrispondenza fra L = K(/a) e /a € (&(g)))n

Osservazione. Sia G il gruppo di Galois di una certa estensione di Q; sicuramente Z ¢ un
G-modulo banale. Consideriamo una risoluzione libera di Z fatta solo da G-moduli banali:

P ... %pp P 7 o0

K = Homg (P, A), con A G-modulo, & un complesso di catene; si pud dunque considerare la
successione esatta:

0 — Homg(Py, A) -5 Home (Pr, A) -5 Homg(Po, A) 25 ...

e definire g-esimo gruppo di coomologia di G a valori in A:
Ker(d;

(@, 4) o= HI(K) = o).

Im(dq71>

Si puo verificare che la definizione non dipende dalla risoluzione scelta e coincide con quella
data da noi precedentemente; inoltre si puod dimostrare che H°(G, A) = AY e che, data una
successione esatta corta:

0—A—B—C—0,

esiste una successione esatta lunga (che estende quella da noi trovata):
0— H°(G,A) - H'(G,B) - H'(G,C) - H'(G,A) - H'(G,B) = H'(G,C) — H*(G,A) — ...

Sia A un G-modulo, H < G; A" & un G-modulo, dunque esiste una mappa G — Aut(A7), ma
H agisce banalmente su A7, dunque 'azione si quozienta a un’azione & — Aut(A").
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Proposizione 2.9.3. La successione di inflazione e restrizione:
(G ) 1 B 1
0— H E’A — H (G,A) — H'(H,A)

e esatta.

Dimostrazione. Definiamo innanzitutto le mappe di inflazione e restrizione: se f € Z* (%, AH ),
consideriamo la composizione:

ZH (&, A1) — ZYG,A) —  HYG,A)
f o f — [+ BY(G, A)

dove:

I, AH iy

@Q
3
Q@

f

Definiamo « (? + B! (%, AH)) = f+ BY(G, A); ¢ immediato constatare che tale applicazione ¢
ben definita per passaggio al quoziente della precedente composizione. Vediamo che tale mappa
di inflazione ¢ iniettiva: sia f € Ker(a), cioe f = f, € B'(G, A). Poiché f = for, f ¢ costante
sulle classi laterali di H in G, cioe f(o1) = f(0) V7 € H; scegliendo o = id, si ha:

oTa —a=oa— a,

ciot Ta = a V1 € H, ciot a € A”, dunque f = f, € B* (£, AM).
Definiamo invece 3, cioe la restrizione; presa la composizione:

ZNG,A) — ZNH,A) —  H'(H,A)
f — f|H g f|H+Bl(H,A>

e immediato vedere che passa al quoziente e tale mappa quoziente e la S voluta.
Tralasciamo la verifica dell’esattezza in H'(G, A). [

2.10 Teoria di Kummer
Dato un gruppo G, diremo (impropriamente) che G ha esponente n se ¢" = e Vg € G.

Definizione 2.10.1. Un’estensione L/K si dice di Kummer se ¢ abeliana di esponente n
finito, con ¢, € K e char(K) { n.

Nel seguito sara implicito che (, € K; grazie a questo ¢ ben definita 1’estensione K ({/a) per
a € K, in quanto non dipende dalla radice n-esima scelta.

Proposizione 2.10.1. Sia A C K. Allora L = K(/A)/K ¢ abeliana di esponente n.

Dimostrazione. E immediato vedere che L /K ¢ di Galois, in quanto L ¢ il campo di spezzamento
su K dellinsieme di polinomi {z" — a}4en.

Preso a € A, sicuramente Gal(K(:/a)/K) ¢ ciclico di ordine d | n, quindi in particolare &
abeliano di esponente n; ma allora, considerata I'immersione:

Gal(L/K) S8 TT Gal(K(+/a)/K),

a€A

segue che anche Gal(L/K) ¢ abeliano di esponente n. O
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Proposizione 2.10.2. L/K abeliana (non necessariamente finita) di esponente m. Allora
L= K(Y/A), dove A= L*" N K*.

Dimostrazione. L’inclusione K(C/Z) C L ¢ del tutto ovvia, perché A C L*".

Per il viceversa, visto che L ¢ il composto di tutte le sue sottoestensioni finite (e dunque abeliane
di esponente n), per il teorema di struttura dei gruppi abeliani finiti si ha che L & il composto
di tutte le sue sottoestensioni cicliche (di esponente n):

L=1]] L.

Li/K
ciclica

Ma per il teorema di Kummer, L; = K(:/a) per un certo a € K*; dal momento che {/a € L; C
L, sicuramente a € L*", cioe la tesi. n

Osservazione. 1. Se L = K({/A), con A C K*, usando in ordine le due precedenti proposi-

zioni si ottiene che K(V/A) = K(V/L*™ N K*).

2. Sia L = K(3/a)/K ciclica di grado esattamente n, ciot a ¢ K** Vd | n. Se a = {/a,
allora Gal(L/K) = (o), con o(a) = (,. In questo caso vale che:

n—1
LN K* = |_| at K™,

1=0

Dimostrazione. Sicuramente I'unione & disgiunta, perché a ¢ K 4 vq | n; inoltre 'inclu-
sione D ¢ ovvia.
Per l'altra, sia b € L*" N K*. Detto f = Vb€ L = K(a), si ha:

B=by+ba+...4+b,_a""

per certi by, ...,b,—1 € K. Visto che b € K*, sia  che (/) sono radici del polinomio
z" — b € K[z], quindi 30 < h < n tale che o(8) = ("3, cioe:

bo + b1Cua + .. A by ("o = b+ 01+ by e

Visto che 1,a,...,a" ! sono linearmente indipendenti, necessariamente si deve avere

bi(¢Ch — ¢1) =0 Vi, cioe B = ba" e dunque b = " = bra™. O

3. L=K({/a)=K(Vb) < (aK*") = (bK*") come sottogruppi di L.

K*n

Dimostrazione. Dall’osservazione precedente si ha che K ({/a) = K(V/b) <= | [\2) ¢/ K*" =
|_|;:O1 b'K*", in quanto una implicazione ¢ ovvia e 'altra segue dal fatto che ogni elemen-

to di L* puo essere espresso come radice n-esima di un elemento in |_|;:01 a’K*" e di un
elemento in | [/~ b'K*".

Quindi a € ¥* K*™ per un certo 0 < k < n coprimo con 7, in quanto le estensioni K ({/a) =

K (/b) hanno lo stesso grado; ma questo equivale a dire che (aK*") = (bDK*™). O

Vogliamo concludere la sezione enunciando e dimostrando il noto teorema di Kummer, che
caratterizza del tutto le estensioni di Kummer. Per farlo, pero, abbiamo bisogno di qualche
facile risultato sui caratteri, che esponiamo di seguito.

Denotiamo con GG un gruppo abeliano finito, e con G= Hom(G, C*) il gruppo dei caratteri.
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Lemma 2.10.3. G = G.
Dimostrazione. Se G ¢ ciclico di ordine n, la tesi segue grazie all’isomorfismo:

Hom(Z/nZ,Z/nZ) — Z/nZ
X — x(1)

e all’osservazione Hom(Z/nZ,C*) = Hom(Z/nZ,Z/nZ) (in quanto 'immagine di elementi di
ordine d ha ordine che divide d).
Per estendere il risultato a tutti i gruppi abeliani basta notare che:

Hom (@ Z/niZ,C*) =~ P Hom(Z/n;Z, C*).

Lemma 2.10.4. @ =~ G canonicamente.

Dimostrazione. Consideriamo 1’omomorfismo:
G — G =Hom(G,C")
g — g:=x=x(9)

Per cardinalita, ci basta mostrare che tale mappa e iniettiva; sia dunque g tale che x(g) = 1

Vx. Se H = (g), tutti i caratteri y € G passano al quoziente e dunque G = G/H; per motivi
di cardinalita necessariamente H = {id}. O

Corollario 2.10.5. Si ottiene ’accoppiamento di dualita: ['applicazione:

GxG — C*
(9.x) +— x(9)

¢ non degenere.

Definizione 2.10.2. Dato H < G, definiamo il suo ortogonale:

H'={xeG|x(h)=1Vhe H}.
A meno di identificare G con G, se X < @, il suo ortogonale risulta essere:

Xt ={heG|x(h)=1VxeX}=[)Ker(x)

x€X
Osservazioni. 1. x € H- <= H C Ker(x).
2. H+ CT/?I tramite la mappa H+ > y — X € CT/?I

3. H <G. Allora (H+)* = H a meno di identificazione.
Infatti hanno la stessa cardinalita e:

(HHYt ={geG|x(g)=1Vx e H'} ={9€ G| x(g9) =1VH CKer(x)} 2 H.

4. Dunque, a meno di identificazione, si ha una corrispondenza biunivoca:

{H<G} +— {X<G}
H — H+
X+ i X
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5. Nel caso in cui G = Gal(L/K) abeliano finito, componendo le due corrispondenze si ha
una corrispondenza biunivoca fra le sottoestensioni di L/K e i sottogruppi di G:

H* «— H +— L".
Ad esempio, tramite questa corrispondenza, G L =1
Siamo pronti per dimostrare il teorema centrale della teoria di Kummer:

Teorema 2.10.6 (Kummer). Le estensioni abeliane di esponenten di K sono in corrispondenza
biunivoca con i sottogruppi di K* che contengono K*" (e dunque in corrispondenza biunivoca

con 1 sottogruppi di Ié{” ). Pit precisamente:
{L/K di Kummer} <+— {A<K*|K*" CA}
L — L NK*
K(/A) L A

eaofl=pFoa=id.
Inoltre, se L = K({L/Z) con K*" C A C K*, ¢’é un isomorfismo canonico:

A — Hom ot (Gal(L/K), ((n))

" Cal(L/K) —  {C.)
aK*" —s (Xa3 - o g(r\z/a))
%

Dimostrazione. Vediamo prima la seconda parte: innanzitutto osserviamo che, visto che L/K
e abeliana di esponente n, A = L*" N K*. Consideriamo la mappa:

1/}2 A — Homcont(G7<Cn>)
a +—— Xa

Vediamo che ¢ & ben definita, cio® che , ¢ un omomorfismo continuo; visto che G = Gal(L/K)
¢ un gruppo topologico, basta vedere che x;'(1) ¢ aperto in G. Ma:

Xo (1) = {0 € G|o(Va) = Va} = Gal(L/K(/a)),

che ¢ aperto in quanto chiuso e di indice finito.
Tralasciando la banale verifica che ¢ € un omomorfismo, osserviamo che:

Ker(9) ={a € A| xa(0) =1V € G} = {a | 0(/a) = YaVo € G} = {a | Va e LE = K} = K*™;

quindi {Z; si quozienta a 1), che per quanto appena detto ¢ iniettiva.

Per provare la surgettivita di v, consideriamo come primo caso G finito. Visto che diamo
al gruppi finiti la topologia discreta, tutti gli omomorfismi G — ({,) sono continui; dunque
Hom oni (G, (¢,)) = Hom(G, ((,)) = ZYG, {¢,)), in quanto ((,) & un G-modulo banale.

Per Hilbert 90, H'(G,L*) = 1, ma, essendo G di esponente n, H'(G, ((,)) € HY (G, L*),
dunque:

Homeont(G, (Cn)) = Z'(G, (Ga)) = BN (G, (Gn) € BYG, L") = {xs | b€ L” e xp(0) = o(b)b™" Vo € G}.

Per vedere la surgettivita di ¢, basta mostrare che b = /a per un certo a € A: questo e facile
n

perché (#) =1, cioe o(b"™) = b", per tuttii o € G e dunque b" € L*" N K*.

Sia adesso L/K generica; L & composto di tutte le sue sottoestensioni finite, cioe:

L= HL

L;/K
finita
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Per il primo caso appena visto, L, = K({/A;) e 25 = Hom(Gal(L;/K), ((,)); sia x €
Hom on (G, (C,)). Ker(x) = x7!(1) ¢ un intorno aperto di 1 in G, ma i {Gal(L/L;)}; for-
mano una base di intorni aperti di 1 in G, dunque Gal(L/L;) C Ker(y) per un certo i e y passa
al quoziente; consideriamo il diagramma:

G—>(n

e

~ Gal(L/K
Gal(Lz/K) < ’ Gal((L;Lig

A meno di isomorfismo, ¥ € Hom(Gal(L;/K), (¢,)), dunque per il primo caso ¥ = x, per un
certo a € A. Preso o € G, si ha:

=Xlo = o = 0(%) = o
x(0) =X(o|L,) = Xal(o|L,) Ve Xa(0),

cioe X = Xa-
Vediamo invece la prima parte; per una proposizione precedente si ha facilmente:

(Boa)(L)=p(L"" NK*)=K(VL"NK*) = L.
Per vedere che anche a o 8 = id, denotiamo innanzitutto:

a0 f(A) = a(K(VA) = I N K* = A

¢ immediato vedere che A C A’.
Per vedere I'uguaglianza, sfruttiamo l’isomorfismo canonico trovato nella prima parte della
dimostrazione; in particolare, chiamato:

A/
X:w(K*n>:{XG|aEA},

A2) =G (per iniettivita di ).
Vediamolo prima se L/K ¢ finita; X < G e il suo ortogonale e:

per ottenere la tesi ci basta provare che X = ¢ (

H=X"= () Ker(xa).
a€EA

G| = |X|- |X*| = |X]||H|, dunque X = G <= H = {e}; ma:
H = {0 e Gal(L/K) | xa(0) =1Va € A} = {0 € Gal(L/K) | 0(/a) = V/a Ya € A},

da cui H = {e}, in quanto L & generata da {{/a}.en.
Nel caso generale, scriviamo A come unione di tutti i suoi sottogruppi finiti:

A= | A

A <A
[A|<+oo

se denotiamo L = K(/A) e L; = K({/A;), si vede facilmente che L = [[, L;. Ma per quanto
abbiamo visto:

AgA’:L*"mK*:(UL;”)mK*:UL*"mK* Uar=Ja =2,
cioe la tesi. O
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Corollario 2.10.7. K(V K*) ¢ la massima estensione abeliana di K di esponente n.

Esempio. Q(v/Q*) = Q({y/p | p primo o p = —1}) ¢ la massima estensione abeliana di Q di
esponente 2.

Concludiamo con un teorema (che non dimostriamo) che in un certo senso generalizza la teoria
di Kummer:

Teorema 2.10.8 (Albert). K campo, p primo tale che char(K) tp e tale che (e € K per un
certo e > 1; sia L/K ciclica di grado p", r > 0. Allora esiste una sovraestensione M /K di L
ciclica di grado [M : K| = p**" <= esiste y € L* tale che Np x(y) = Cpe.

In tal caso, esiste z € L* tale che M = L(%/z) ey = T(T;/;) per un certo T tale che Gal(M/K) =
(7).

Esempi. Consideriamo il caso K = Q, L = Q(1/—a), con a € N. Non ¢ difficile osservare che
non puo esistere una sovraestensione M di L ciclica di grado 4 (o di grado 2" con n > 2), in
quanto altrimenti si avrebbe un diagramma:

L/M\MHR

\Q/

e dunque M/Q avrebbe gruppo di Galois Z /27 x Z/27.
In effetti, pero, notiamo che, nelle notazioni del teorema, non esiste un elemento y € L* di
norma Cpe = (g = —1:

Nk (x+ V=ay) = 2* + ay® # —1,

e dunque questo esempio “giustifica” il teorema di Albert.
Se invece L = @(\/5), I'elemento y = 1+ /2 ha norma —1 e dunque esiste una sovraestensione
di L ciclica di grado 4 su Q. Per trovarla, cerco z = a + bv/2 tale che:

e R 7(2)  a—bv2
1+vV2= z ciot 3+2V2 = s T aib/a

Un facile calcolo mostra che z = 2 — /2 va bene e dunque M = @( 2 — \/§> ¢ una
sovraestensione di L ciclica di grado 4 su Q.

Osservazione. 1l teorema, nel caso r = 0, € completamente dimostrato dalla teoria di Kummer;
invece, se (pe+r € K, L/K & di Kummer e corrisponde a un certo A < K*, K*" C A, dunque
esiste una sovraestensione M DO L ciclica su K se esiste A C " C K* tale che KI,:n >~ Gal(M/K)
e ciclico.
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