Svolgimento degli esercizi N. 3

Prova scritta parziale n. 2 del 20/12/2002

Fila 1. Calcolare il valore del seguente integrale definito:

1
/ (gc—i-e%“')2 dx.
0

Iniziamo sviluppando il quadrato ed utilizzando la proprieta di linearita
dell’integrale:

1
/ (x + em)2 dr =
0

1
:/ (2% + e + 22¢e*) do =
0

1 1 1
:/ dex—l—/ et® dx—i—/ 2x e*® dx. (1)
0 0 0

Calcoliamo, nella somma di integrali cosi ottenuta, il primo termine. A tale
scopo utilizziamo il teorema fondamentale del calcolo integrale, considerando il
seguente integrale indefinito:

1
/ 22de = gx?’ +C
Quindi

1 1
1 1
/ 2 dr = {—xﬂ = -
0 3 1, 3

Consideriamo ora il secondo termine della somma (1). Calcoliamo I'integrale
indefinito mediante il cambiamento di variabile: ¢ = 4z, quindi dt = 4dx percio
de = Ldt

1

1 1 1
Az _t t _ it — — iz
/e da:—4/edt 4€+C 46 +C



Calcoliamo il relativo integrale definito mediante il teorema fondamentale
del calcolo integrale:

1

1
1 1 1

4x 4x 4
edr = |-e =—e — -
/0 [4 ]0 4 4

Il terzo termine della somma (1) si risolve prima mediante cambiamento di
variabile e poi mediante integrazione per parti:
t = 2z, quindi dt = 2dx percio dz = %dt

, 1
/2x62“dx zi/tetdt (2)

Applichiamo, a questo punto, la formula di integrazione per parti:
J Ft)G'(t)dt = F(t)G(t) — | F'(t)G(t)dt, prendendo F(t) =t,G(t) = €',
quindi F'(t) = 1,G(t) = €', sostituiamo in ( 2):

1 tet 1
—/tetdt:i——/etdt:
2 2 9

t@t et - e?m
—7—54'0—.736 —T—FC

Applichiamo il teorema fondamentale del calcolo integrale:

1 2r11 9 1
/ 22¢*® dp = |zpe? — C_ ZGQ,EJF,
0 2 1, 2 2

In definitiva il valore dell’integrale proposto é: % + %64 + §
Fila 2. Calcolare il valore del seguente integrale definito:

1
/ (z +sin2z)® da.
0

Iniziamo sviluppando il quadrato ed utilizzando la proprieta di linearita
dell’integrale:

1
/ (z +sin2z)® do =
0

1
:/ {x2 + 2z sin2x + (sin2x)2} dx =
0

1 1 1
= / z? dr + / 2z sin 2z dx + / (sin 2z)? da. (3)
0 0 0

Calcoliamo, nella somma di integrali cosi ottenuta, il primo termine. A tale
scopo utilizziamo il teorema fondamentale del calcolo integrale, considerando il
seguente integrale indefinito:



1
/ 22dr = gscg +C
Quindi

1 1
1 1
/ 2 dr = {xﬂ = -
0 3 1, 3

Consideriamo ora il terzo termine della somma (3). Calcoliamo l'integrale
indefinito mediante il cambiamento di variabile: ¢ = 4z, quindi dt = 4dx percio

de = 1dt
. 2 1 A .
/(811129:) dx = 1 / (81112) dt =

(per la formula di bisezione del seno)

1 1 —cost

4/ 2
1 1 1 cost
Z/idt_Z/Tdt_

1 1

1 1
= ix—gsinélx—i—C

Calcoliamo il relativo integrale definito mediante il teorema fondamentale
del calcolo integrale:

1 1

1 1 1 1

. 2 . .
sin2x)” dr = |zx — —sindx| = = — —sin4

/0 ( ) [2 8 ]0 2 8

Il secondo termine della somma (3) si risolve prima mediante cambiamento
di variabile e poi mediante integrazione per parti.
t = 2z, quindi dt = 2dx percio dz = %dt

1
/233 sin 2z dx = §/tsintdt (4)

Applichiamo, a questo punto, la formula di integrazione per parti:
[ F@t)G'(t)dt = F(t)G(t) — [ F'(t)G(t) dt, prendendo F(t) = ¢,G'(t) =
sint, quindi F’(t) = 1, G(t) = — cost, sostituiamo in (4):

! tsintdt = t t+ L tdt =
5 sin = 2cos 5 cos =
t int in 2
:—§cost+—S1; +C = —xcost—i—Sln x—l—C



Applichiamo il teorema fondamentale del calcolo integrale:

1 . 1 .

2 2

/ 2x sin 2z dx = {zc0s2z+sm :v :fcos2+ﬂ
0 2 0 2

In definitiva il valore dell’integrale proposto é: % - Si‘§4 + Sir212

Fila 3. Calcolare il valore del seguente integrale definito:

— cos 2

1
/ (z + cos 22)° dx.
0

Iniziamo sviluppando il quadrato ed utilizzando la proprieta di linearita
dell’integrale:

1
/ (z +cos2z)® dx =

0

1
:/ [IEQ + 22 cosx + (cos?x)ﬂ de =
0

1 1 1
= / 22 da —|—/ 2x cos2x dx +/ (cos 2z)° da. (5)
0 0 0

Calcoliamo, nella somma di integrali cosi ottenuta, il primo termine. A tale
scopo utilizziamo il teorema fondamentale del calcolo integrale, considerando il
seguente integrale indefinito:

1
/ 22de = §x3 +C
Quindi

1 1

1 1
/ 22 dr = {—x?’} ==
0 3 1, 3

Consideriamo ora il terzo termine della somma (5). Calcoliamo 'integrale
indefinito mediante il cambiamento di variabile: ¢ = 4z, quindi dt = 4dx percio

dx:idt
1 t\”
2 2 = — — =
/(cos x)” dx 1 / (c082> dt

(per la formula di bisezione del coseno)



1 1+ cost
4/ 2

1 1 1 cost
= 1/5‘“*1/70“—

1,1
= gttgsint+C=

1 1
= §x+ gsin4x+C

Calcoliamo il relativo integrale definito mediante il teorema fondamentale
del calcolo integrale:

1 1
1 1 1 1
/ (cos2z) dx = |=a 4 —sindx| ==+ =sin4
0 27" 8 . 28
11 secondo termine della somma (5) si risolve prima mediante cambiamento
di variabile e poi mediante integrazione per parti : ¢ = 2z, quindi dt = 2dx
percio dx = %dt

1
/2x cos2xdr = §/tcostdt (6)

Applichiamo, a questo punto, la formula di integrazione per parti:
[ F@t)G'(t)dt = F(t)G(t) — [ F'(t)G(t) dt, prendendo F(t) = ¢,G'(t) =
cost, quindi F'(t) = 1, G(t) = sint, sostituiamo in ( 6):

1 t 1
§/tcostdt = gsint—i/sintdt =
t t 2
=§sint—|——COQS +C = xsin2x+cos x—l—C

Applichiamo il teorema fondamentale del calcolo integrale:

=sin2+
0

cos 2x ! cos2 1
2 2

1
/ 2x cos2x dxr = {xsin?x—i—
0

In definitiva il valore dell’integrale proposto é: % + % + C°252 + sin 2
Fila 4. Calcolare il valore del seguente integrale definito:

1
/ (z +log2z)* dx.

2

Iniziamo sviluppando il quadrato ed utilizzando la proprieta di linearita
dell’integrale:



1
/ (z +log2z)® dx =

2

1
:/ [;UQ + 2z log2x + (10g2x)2} dx =
1

1 1 1
= / 2% dx —|—/ 2z log 2z dx —|—/ (log 22)* d. (7)
1

1 1

2 2 2

Calcoliamo, nella somma di integrali cosi ottenuta, il primo termine. A tale
scopo utilizziamo il teorema fondamentale del calcolo integrale, considerando il
seguente integrale indefinito:

1
/xzda? = §x3+C

Quindi

-

1 1
2?dr = 19:3 = T
1 3 1 24

2

Il secondo termine della somma (7) si risolve prima mediante cambiamento
di variabile e poi mediante integrazione per parti.
t = 2z, quindi dt = 2dx percio dx = %dt

1
/23: log 2z dr = §/tlogtdt (8)

Applichiamo, a questo punto, la formula di integrazione per parti:
J F'(t)G(t)dt = F(t)G(t) — [ F(t)G'(t)dt, prendendo F'(t) = t,G(t) =
logt, quindi F(t) = %, G'(t) = %, sostituiamo in ( 8):

1 t? 1 (1
S tlogtdt = “logt— = | S dt =
2/ 08 1 %8 2/2t

t? 1
=" logt— > [ tdt =
1% 4/
2 2

t 1
:Zlogt—§t2+02x210g2x—%+0

Applichiamo il teorema fondamentale del calcolo integrale:



1
/ 2zlog2rdxr =
1
3

221"
2
[as og 2x 2]

=log2 —

QO W =

Consideriamo infine il terzo termine della somma (7) procedendo nello stes-
so modo visto sopra nel caso del secondo termine: prima il cambiamento di
variabile(t = 2z, quindi dt = 2dz percio dx = %dt) e poi integrazione per parti.

/ (log 22)° dx = %/(logt)2 dt (9)

In questo caso applichiamo la formula di integrazione per parti [ F’(t) G(t) dt =
F(t)G(t) — | F(t)G'(t)dt, prendendo F'(t) = 1,G(t) = (log t)?, quindi F(t) =

t,G'(t) = 2lotgt7 sostituendo in (9) si ottiene:

1 2 1 , 1
2/(10gt) dt = 2t(logt) 2/logtdt

integriamo di nuovo per parti l'ultimo termine prendendo: F'(t) = 1,G(¢) =

logt, da cui F(t) =t,G’(t) = }, otteniamo quindi:

%/ (logt)® dt =

1 , 1
—§t(logt) ~5 (tlogt—/ldt)

1 , 1 t
= ~t(logt)? — ~tlogt+ — +C
2(0g) 5llogt+ 5 +

=z (log2x)* — zlog2z + x + C

Applichiamo il teorema fondamentale del calcolo integrale:

2 2 2
/_ (log 22)” dx = |z (log2z)” — zlog2x + x L= (log2)” —log2 + 3

1
3 2

In definitiva il valore dell’integrale proposto e: % + (log 2)2



