ANALISI MATEMATICA
CORSI A - B- R - CdL INFORMATICA

Prova scritta del 5/11/2007 - FILA 1

Esercizio 1. (Punti 10)
Siano date le funzioni

1
f(l’) = g(l’) = IOgZU, ) h(l‘) = '272 - L
x
1. Scrivere la funzione composta: F'(z) = (fogoh)(x).
2. Trovare il campo di esistenza di F(x).
3. Dimostrare che ¢ monotona in uno degli intervalli (a scelta) del campo di esistenza.

4. Determinate I'immagine e l'inversa della funzione ristretta a quest’intervallo.

Esercizio 2. (Punti 8)
Determinare il campo di esistenza della seguente funzione:

f(x) zlog\/l—\l—a:?\ -

Esercizio 3. (Punti 8)
Sia data la successione

| n® + 2

a, = log| ——— .
n T8\ 92 T

1. Dimostrare che a,, ¢ monotona decrescente.

2. Dimostrare che i%f a, = log 3"

3. Dire se il l'estremo inferiore ¢ anche minimo.

4. Calcolare il massimo, se esiste.

Esercizio 4. (Punti 7)
Dimostrare mediante il principio di induzione la seguente identita

2”:3—2’f_2"—1
kg
k=1




ANALISI MATEMATICA
CORSI A - B- R - CdL INFORMATICA

Prova scritta del 5/11/2007 - FILA 2

Esercizio 1. (Punti 10)
Siano date le funzioni

1

flz) = =, g(z) =logz, , h(z) =z — L
T

1. Scrivere la funzione composta: F'(z) = (fohog)(x).

2. Trovare il campo di esistenza di F(x).

3. Dimostrare che ¢ monotona in uno degli intervalli (a scelta) del campo di esistenza.

4. Determinate I'immagine e l'inversa della funzione ristretta a quest’intervallo.

Esercizio 2. (Punti 8)
Determinare il campo di esistenza della seguente funzione:

f(z) = log /|4 — 22| + = — 2

Esercizio 3. (Punti 8)
Sia data la successione

[2n2 — 1
Ay = A ——.
n? + 2
1. Dimostrare che a,, € monotona crescente.

2. Dimostrare che sup a, = v/2.
N

3. Dire se il I'estremo superiore ¢ anche massimo.

4. Calcolare il minimo, se esiste.

Esercizio 4. (Punti 7)
Dimostrare mediante il principio di induzione la seguente identita

2"33’“—4_11—3”
9 2 9

k=1




ANALISI MATEMATICA
CORSI A - B- R - CdL INFORMATICA

Prova scritta del 5/11/2007 - FILA 3

Esercizio 1. (Punti 10)
Siano date le funzioni

1. Scrivere la funzione composta: F(z) = (ho fog)(z).
2. Trovare il campo di esistenza di F(x).
3. Dimostrare che ¢ monotona in uno degli intervalli (a scelta) del campo di esistenza.

4. Determinate I'immagine e l'inversa della funzione ristretta a quest’intervallo.

Esercizio 2. (Punti 8)
Determinare il campo di esistenza della seguente funzione:

f(z) = /1 — log, |22 + 2z].

Esercizio 3. (Punti 8)
Sia data la successione

n? + 2
an = \| 55—
2n2 — 1

1. Dimostrare che a,, ¢ monotona decrescente.
1
V2

3. Dire se il l'estremo inferiore ¢ anche minimo.

2. Dimostrare che inf a, =
N

4. Calcolare il massimo, se esiste.

Esercizio 4. (Punti 7)
Dimostrare mediante il principio di induzione la seguente identita

Z (3 2k—1 . 1) 2k+1 — 2n+2 (2n . 1)

k=1



ANALISI MATEMATICA
CORSI A - B- R - CdL INFORMATICA

Prova scritta del 5/11/2007 - FILA 4

Esercizio 1. (Punti 10)
Siano date le funzioni

1. Scrivere la funzione composta: F'(z) = (go f o h)(x).
2. Trovare il campo di esistenza di F(x).
3. Dimostrare che ¢ monotona in uno degli intervalli (a scelta) del campo di esistenza.

4. Determinate I'immagine e l'inversa della funzione ristretta a quest’intervallo.

Esercizio 2. (Punti 8)
Determinare il campo di esistenza della seguente funzione:

f(z) = V1 = logy [a? — .

Esercizio 3. (Punti 8)
Sia data la successione

1 2n% — 1
an, = log | ———— | .
& n? 4+ 2

1. Dimostrare che a,, ¢ monotona crescente.

2. Dimostrare che sup a,, = log?2.
N

3. Dire se il I'estremo superiore ¢ anche massimo.

4. Calcolare il minimo, se esiste.

Esercizio 4. (Punti 7)
Dimostrare mediante il principio di induzione la seguente identita

& 1— 3"
3k+l — 4. 32k - - - 3n+2'
Y -5

k=1



SOLUZIONE DEGLI ESERCIZI DELLA FILA 1

Esercizio 1. (Punti 10)
Siano date le funzioni

1
fl@) ==, g(2) =logz, , h(z) =2 -1
T
1. Scrivere la funzione composta: F(z) = (f ogoh)(x).
2. Trovare il campo di esistenza di F(x).

3. Dimostrare che ¢ monotona in uno degli intervalli (a scelta) del campo di esistenza.

4. Determinate I'immagine e 'inversa della funzione ristretta a quest’intervallo.

SVOLGIMENTO

1.
1

" log(z2 — 1)
2. Per determinare il C. E. di F' dobbiamo imporre che 'argomento della funzione logaritmo
si positivo ed il denominatore della frazione si diverso da zero, quindi:

2 -1 >0 — r<-1 V l<zx
log(z? —1) # 0 -1 # 1

F(z) = (fogoh)(z) = f(g(z*— 1)) = f(log(z* — 1))

ovvero

r<-—1 V 1<z r<—1 VvV 1<z
2 # 2 T # +£V2

QuindiC.E. ={x:2 < -1 A o # —V2}U{z:1<a A x# 2},

3. F non ¢ monotona su C.E. perché Vz, F(z) = F(—xz) e quindi nemmeno iniettiva.
Consideriamo la sua restrizione a (v/2,4+00) Quindi verifichiamo che Yz, 2o € (v/2, +00) :
T < Ty <= F(x1) > F(x3), ovvero

Yoy, 1y € (V2, +00), <= log(x3 — 1) > log(2? — 1), (1)

log(z? —1) ~ log(23 — 1)

Perché se v/2 < z allora 1 < 22 — 1 e quindi 0 < log(2? — 1). Per la proprieta di monotonia
della funzione logaritmo si ha che (1) equivale a

2

22— 1>22 -1 < 22>2? < 25>, (sitenga presente che 1, x5 > 0).
2 1 2 1 ) )



L'immagine di F ristretta all’'intervallo (v/2, +00) &, per definizione {y € R:y = F(z), = €
(v/2,+00)}. Ovvero, per quali y € R I'equazione y = F(z) ammette soluzioni in (v/2, +00)?
Consideriamo quindi ’equazione:

1
v= log(z? — 1)

ovvero se y # 0

1
log(z? — 1) = = <= o l=ev = 22=ev+1 = x:\/ei—i-l
Y

Davanti alla radice abbiamo preso il segno + perché z > /2. Inoltre, affinché risulti = > /2
si deve avere

1
6%+1>2<:>€%>1 — - >0
Y

Ovvero y > 0. Possiamo concludere che 'immagine di F), ristretta a (v/2, +00), & {y: y > 0}

mentre la sua inversa & F~*(y) = \/ ev + 1.

Esercizio 2. (Punti 8)
Determinare il campo di esistenza della seguente funzione:

flx) =log /1 = [1 =2 —

SVOLGIMENTO

La funzione logaritmo e difinita quando il suo argomento e strettamente maggiore di zero,
mentre la funzione radice quadrata ¢ definita se il suo argomento ¢ maggiore o uguale a zero.
Tenuto conto di queste osservazioni possiamo scrivere

1 -1 -2 -2 >0.

Da cui otteniamo, tenuto conto della definizione di valore assoluto

1—22>0 y 1—22 <0
1—(1-2%) —2>0 1—[-1=2%)] —2 >0

Ovvero

1—22>0 y 1—22 <0
22— x>0 —2 -z +2>0

Risolvendo le disequazioni di secondo grado che compaiono nei sistemi otteniamo

-1 <z <1 y r< -1 V 1<z
r<0 V 1<z 2 <x<l

Il primo sistema ha soluzioni —1 < z < 0, mentre il secondo sistema —2 < x < —1.
Possiamo quindi concludere che il C.E. della funzione data e U'intervallo (—2,0)

6



Esercizio 3. (Punti 8)
Sia data la successione

n? + 2
Ay — log m .

1. Dimostrare che a,, € monotona decrescente.

1
2. Dimostrare che i%f a, = log 3"

3. Dire se il l'estremo inferiore ¢ anche minimo.

4. Calcolare il massimo, se esiste.

SVOLGIMENTO

1. Dobbiamo dimostrare che Vn € N, a,.1 < a,, ovvero

(n+1)% + 2 n? + 2
VneN, 1 < log [ ——= .
mes Og{z(n+1)2—1 Blonz -1

Utilizziamo la proprieta di monotonia della funzione logaritmo:
sea>1Vry, 0 >0, 21 <xy < log,x; <log, zs, ed ottenniamo

(n+1)? + 2 _ n? + 2
2(n+1)2 -1 " 2n2 -1

Vn € N,

I denominatori delle frazioni che compaiono nella diseguaglianza sono positivi, quindi
(n*+2n+3)2n* —1) < (n* +2)(2n* +4n +1).

che equivale a
0<10n + 5

che e verificata per ogni n € N, CVD.

2.

Ricordiamo che il numero reale [ ¢ [ = irl\llf a, se e solo se sono verificate le due condizioni:
(i))Vn e N, 1 < ay;

(ii)Ve >0 v eN: a, <l+e.

Nel nostro caso

, 1 n? + 2

(e >0 B eN: log (222 ) < logh 42 = logh + loge® = log & ¢ Utilizzand
11)Ve v : o log | =———— og—+¢e = log= oge® = log=e ilizzando
t\22 -1 5 &5 T 08 )
la proprieta di monotonia della funzione logaritmo la condizione (i) equivale alla seguente:

2
2
(1)¥n € N, 5 < % ovvero 2n? — 1 < 2n% + 4, che & sempre verificata.
n R—



Consideriamo (ii). Anche in questo caso utilizziamo la proprieta di monotonia della funzione
logaritmo ottenendo dalla relazione scritta sopra

2402 1
Ve >0 dv e N: % < 568 <= 4+ e < 2U%(e® — 1) da cui segue che per ogni
V _
N o1 . . 4 + ef
€ > (0 e sempre possibile determinare un numero naturale v tale che ﬁ <.
ef —
3. L’estremo inferiore non € minimo in quanto dovrebbe esistere un numero naturale ng tale
che ) g .
ng +
log | =2 —— | = log=.
& (2 ng — 1) b
ovVVero
ng + 2 1
2n2 —1 2

che non ¢ verificata per alcun numero naturale perché equivale a 2n2 + 4 = 2n2 — 1, che ¢
ovviamente falsa.

4. Poiché la successione data ¢ decrescente risulta:
VneN a1 <a, <---<az<ay<a; quindi a; ¢ il massimo della successione ovvero
VneN a, <a =log3.

Esercizio 4. (Punti 7)

Dimostrare mediante il principio di induzione la seguente identita
—~ 328 om ]

k=1

SVOLGIMENTO.

Pler n = 1 si ottiene

23_2k 3_2111‘ | 2l — 1
= cne e uguale a .
LT A1 & A1

Verifichiamo l'induttivita della proposizione: P(n) = P(n + 1) dove

.32k  on_ _ oL 3 -2k 2+ g
P(n) : kz:; I = TR ed ovviamente P(n + 1) : kz:; T - YT
Cflnsideriamo:
— 3 —2F . . , 3—ontt N3 -2k 3_ontl om
; T (per l'ipotesi induttiva) = e + ; = + TR
B 3_2n+1+4.2n_4__2n+1+2,2_2n_1__2n+1+2'2n+1_1_— 2n+1_
An+1 - An+1 - An+1 T ntl

1



SOLUZIONI DEGLI ESERCIZI DELLA FILA 2

Esercizio 1. (Punti 10)
Siano date le funzioni

1
flz) = =, g(x) =logz, , h(z) =z — 1
T
1. Scrivere la funzione composta: F'(z) = (fohog)(x).

2. Trovare il campo di esistenza di F(x).

3. Dimostrare che ¢ monotona in uno degli intervalli (a scelta) del campo di esistenza.

=~

. Determinate I'immagine e 'inversa della funzione ristretta a quest’intervallo.

SVOLGIMENTO.
1.
F(z) = (fohog)(z) = f(h(logz)) = f(logz — 1) = Fg;_ 1
2.

Per determinare il C.E. di F' dobbiamo imporre che il denominatore della frazione sia diverso
da zero e che 'argomento della funzione logaritmo sia strettamente positivo, quindi:

{logx—l#o <:>{loga:7£1 <:>{x7ée

x>0 x>0 x>0

Quindi, C.E. = (0, +00) \ {e}.

3.

Osserviamo che la funzione risulta negativa se 0 < x < e perché il denominatore ¢ negativo:
logxr < 1se (0 < x < e, risulta invece positiva se e < x. Inoltre si ha che

Vi, 2o > e, 11 < 1y <= F(x1) > F(x9) infatti

Ve, oo > e, 11 < 19 <= logx; < logaxy <= logxy — 1 < logzy — 1 essendo poi
Vxl,altg > e, log 1 —1 1 >0elogzy — 1 > 0 segue

> .
logx; — 1 logxy — 1
Analogo discorso nell’altro intervallo. E’ chiaro che la funzione non puo essere monotona sul
suo C.E. in quanto e decrescente su ciascuno dei due intervalli, mentre i valori sull’intervallo

(0, e) risultano minori (perché negativi) dei valori su (e, +00) che sono positivi.

4.

Day = vt

1
ez — 1 PCTY # 0, siricava logx = —+1. Per definizione di logaritmo: © = ev
ogxr —

percid f1(y) = evtt, L’immagine di f ristretta allintervallo (e, +00) si trova risolvendo la

disequazione z = e¥™' > e, ovvero = > 0 e quindi y > 0. Analogamente L’immagine di f

1 o1
ristretta all’intervallo (0,e) si trova risolvendo la disequazione z = evt! < e,dacui — <0
Y
ovvero y < 0.



Esercizio 2. (Punti 8)
Determinare il campo di esistenza della seguente funzione:

f(z) =log /|4 — 22| + 2 — 2

SVOLGIMENTO

La funzione logaritmo e difinita quando il suo argomento e strettamente maggiore di zero,
mentre la funzione radice quadrata & definita se il suo argomneto € maggiore o uguale a zero.
Tenuto conto di queste osservazioni possiamo scrivere

4 — 2% +2 -2 > 0.

Da cui otteniamo, tenuto conto della definizione di valore assoluto

4—22>0 4—22 <0
2 Vv 2
4—z*+2—-2>0 —(4-2*)+2-2>0

Ovvero

4—22>0 4—22 <0
—22 4+ +2>0 24+ —-6>0

Risolvendo le disequazioni di secondo grado che compaiono nei sistemi otteniamo

2 <z <2 r< —2 V 2<uz
1l <x<?2 r< -3 V 2<uzx

Il primo sistema ha soluzioni —1 < z < 2, mentre il secondo sistema x < —3 oppure 2 < z.
Possiamo quindi concludere che il C.E. della funzione data ¢ I'unione di intervalli: (—oo, —3)U
(—1,2)U (2, 400).

Esercizio 3. (Punti 8)
Sia data la successione

2n?2 — 1
ap = \| ——=
n? + 2
1. Dimostrare che a,, ¢ monotona crescente.

2. Dimostrare che sup a, = V2.
N

3. Dire se il I'estremo superiore ¢ anche massimo.

4. Calcolare il minimo, se esiste.

SVOLGIMENTO

10



1. Dobbiamo dimostrare che Vn € N, a,, < a1, ovvero

2n n—l—l
Vn € N,
" \ n2+2 \/n+1

Utilizziamo la proprieta di monotonia della funzione radice:
Vai, 20 >0, 11 <29 < /11 < \/T9, ed otteniamo

2n? — 1 2(n+1)? — 1
n? + 2 (n+1)2+2°

Vn € N,

I denominatori delle frazioni che compaiono nella diseguaglianza sono positivi, quindi
20 = 1) (n*+2n+3) < (n* +2) (2n* +4n +1).
che equivale a
0<10n + 5
che e verificata per ogni n € N, CVD.

2.
Ricordiamo che il numero reale L ¢ L = sup a,, se e solo se sono verificate le due condizioni:
N

(1)vn €N, a, <L;

(it)Ve >0 IveN: L—e<a,
Nel nostro caso

2n? — 1
) —— < V2
(1)¥n € N, RO <2
212 — 1
(ii)Ve >0 W eN: V2—e < /Z——
v+ 2

Utilizzando la proprieta di monotonia della funzione radice la condizione (i) equivale alla

seguente:
2
, n® — 1 . .
(1)¥n € N, FURY < 2 ovvero 2n? — 1 < 2n? 4 4, che ¢ sempre verificata.
n
Consideriamo (ii). Anche in questo caso utilizziamo la proprieta di monotonia della funzione

radice ottenendo dalla relazione scritta sopra (se ¢ < /2, altrimenti & verificata per ogni
veN)

202 — 1
Ve > 03w e N: (V2-¢)? < N (1 +2)(V2 —¢)? < 2% — 1 da cui

2
vi + 2
segue che per ogni € > 0 e sempre possibile determinare un numero naturale v tale che

2(v2 —e)2+1 _
2-(V2-¢p

3. L’estremo superiore non ¢ massimo in quanto dovrebbe esistere un numero naturale ng
tale che

n0+2

11



che non ¢ verificata per alcun numero naturale perché equivale a 2n2 + 4 = 2n2 — 1, che ¢
ovviamente falsa.

4. Poiché la successione data ¢ crescente risulta:
VneN a1 >a,>--->a3>ay > a; quindi a; ¢ il minimo della successione ovvero
1

VneN a,>a =——.

V3

Esercizio 4. (Punti 7)
Dimostrare mediante il principio di induzione la seguente identita

2"33’“—4_11—3”
9 2 9

k=1

SVOLGIMENTO.

Per n = 1 si ottiene
21:3’f—4 31—4h\ Lall-3
= cne e uguale a — —
ok g1 & 2 ol

k=1
Verifichiamo l'induttivita della proposizione: P(n) = P(n + 1) dove

" ak n ntl ok n+1
P(n) : ; % = % L ;n?, . ed ovviamente P(n + 1) : ; 397;4 = % %
Consideriamo:
T A SRR (Ll SO I S
; o = (per l'ipotesi induttiva) = it + 5 o
L 2.3 849 —9.3" 1 142.3% —3.3.30 1 142.31 —3.301
N - Sn_%l. gn+1 D) gn+1 ~ 9 gn+1 -
T2 onl

SOLUZIONI DEGLI ESERCIZI DELLA FILA 3

Esercizio 1. (Punti 10)
Siano date le funzioni

1. Scrivere la funzione composta: F(z) = (ho fog)(z).
2. Trovare il campo di esistenza di F(x).

3. Dimostrare che ¢ monotona in uno degli intervalli (a scelta) del campo di esistenza.

=~

. Determinate I'immagine e 'inversa della funzione ristretta a quest’intervallo.

12



SVOLGIMENTO

1.
1 1
(©) = (he § 0)(e) = HF(g(a) = b 0g) = h () = o
2.
La funzione e definita per i valori di « per i quali si ha
x>0 — x>0
logz # 0 r#1
Quindi C.E. = (0, +00) \ {1}.
3.
La funzione non € monotona sul suo C.E. perché per ogni z > 1 si ha che
1 1
Fo)=——-1=—"———1=F(31).
D= Togay T gy T

F risulta invece monotona decrescente su ciascuno degli intervalli (0,1) e (1,400). Infatti
per ogni zy, x5 > 1 risulta

2

r1 < Ty <= F(x1) > F(x3) perché —1 <= (logz1)* < (log z)

-— 1> —
(log z1)? (log z2)?
nell’intervallo considerato la funzione logaritmo risulta positiva quindi la disequazione sopra

equivale alla seguente log x; < logzy da cui z; < x2. Analogo discorso nell'intervallo (0, 1).
4. . )
Dall’equazione y = m — 1 ricaviamo per y # —1, (logz)? = 1 da cui logz =

[ 1
+ PR da questa deduciamo che l'inversa di F ristretta all'intervallo (0,1) ¢
Y

_
F'(y) = e Vv perché in questo intervallo logz < 0 mentre I'inversa di F ristretta

1
all'intervallo (1,+00) & F~!(y) = eV #+1 perché in questo intervallo logz > 0.
Per determinare I'immagine di F ristretta a (1,+oc) risolviamo la disequazione in y impo-
nendo che x appartenga a questo intervallo
1 1 1
z=eVu >1=¢" che equivale a ”ﬁ > 0/\—1 > 0, da cui si ottiene y +1 > 0 e
Y

Y+
quindi y > —1.

Analogo discorso nellintervallo (0, 1).
Esercizio 2. (Punti 8)
Determinare il campo di esistenza della seguente funzione:

f(z) = /1 = logy |22 + 2z|.

SVOLGIMENTO

La funzione radice quadrata € definita quando il suo argomento e maggiore o uguale a zero,
mentre la funzione logaritmo quando il suo argomento e strettamente positivo. Tenuto conto
di queste osservazioni scriviamo

1 — logs |z* + 2x| > 0 PN 1 — logg |2 + 22| > 0
|22 + 22| > 0 2 +22#0

13



Dalla definizione di walore assoluto e da quanto scritto sopra si ha

> +2x >0 2 +2x <0
1 > logs(z? + 2x) 1 > logs[— (2% + 27)],

Tenuto conto della seguente proprieta di logaritmo: se a > 1, 1 > log, b se e solo se a > b, i
sistemi sopra equivalgono ai seguenti

242 >0 22 4+2x <0

3> a2+ 2 3> — (2% + 21),
ovvero

22 +2x >0 22 +2x <0

0>22+2x—3 22 +20+3>0
da cui

r<-2V0<z —2<z<0

-3 <z<1 Ve e R

Le soluzioni del primo sistema sono —3 < & < —2 oppure 0 < z < 1, del secondo —2 < x < 0.
In conclusione il C.E. della funzione data ¢ I'unione di intervalli [-3, —2)U (—2,0)U (0, 1].
Esercizio 3. (Punti 8)

Sia data la successione

B n? + 2
W =\|5 57
1. Dimostrare che a,, € monotona decrescente.
1
ﬁ.

3. Dire se il I’estremo inferiore ¢ anche minimo.

2. Dimostrare che inf a, =
N

4. Calcolare il massimo, se esiste.

SVOLGIMENTO

1. Dobbiamo dimostrare che Vn € N, a,.1 < a,, ovvero

(n+1)%2 + 2 n? + 2
¥n e N XL
meR ¢2W+D2—1 202 — 1

Utilizziamo la proprieta di monotonia della funzione radice:
Vay, 29 >0, 11 <2y < J/T1 < /T2, ed ottenniamo

(n+1)% + 2 n? + 2
2(n+1)2 -1 " 2n> -1

Vn € N,

14



I denominatori delle frazioni che compaiono nella diseguaglianza sono positivi, quindi
(n*+2n+3)(2n* — 1) < (n* +1) (2n* +4n + 1).
che equivale a
0<10n +5
che e verificata per ogni n € N, CVD.

2.

Ricordiamo che il numero reale [ ¢ [ = irl\llf a, se e solo se sono verificate le due condizioni:
(i))Vn e N, [ < ay;

(ii)Ve >0 v eN: a, <l+e.

Nel nostro caso

1 n? + 2
(z)n N’\/g Von2 —1

242
(i1)Ve > 0 Jv € N : QV 2+ ] \/j + ¢. Utilizzando la proprieta di monotonia della
V JR—
: . . . . _ 1 n? + 2
funzione radice la condizione (i) equivale alla seguente: (i)Vn € N, 3 < gz 1 ovvero
n JR—

2n% — 1 < 2n? + 4, che ¢ sempre verificata.
Consideriamo (i¢). Anche in questo caso utilizziamo la proprieta di monotonia della funzione
radice ottenendo dalla relazione scritta sopra

v+ 2

2

1

Ve >0 dv € N : 57 1 < (\/g-f-&?) . Da cui segue che per ogni ¢ > 0 ¢ sempre
I/ —

2
1
2+<ﬁ+8>
)
1
2<E+s) 1

3. L’estremo inferiore non € minimo in quanto dovrebbe esistere un numero naturale ng tale
che

possibile determinare un numero naturale v tale che < v

ng +2 |1

2n — 1 2
ovvero

ng+2 1

2n3 — 1 2

che non ¢ verificata per alcun numero naturale perché equivale a 2n2 + 4 = 2n2 — 1, che ¢
ovviamente falsa.

4. Poiché la successione data ¢ decrescente risulta:
VneN a1 <a, <---<az<ay<a; quindi a; ¢ il massimo della successione ovvero
VneN a, <a =+3.

Esercizio 4. (Punti 7)
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Dimostrare mediante il principio di induzione la seguente identita

Z (3 2k—1 . 1) 2k+1 — 2n+2 (2n . 1)

k=1

SVOLGIMENTO.

Pler n = 1 si ottiene

> (3-2t — 1) 2M = (3271 —1)2"F" che & uguale a 2'7*(2" — 1),
k=1

Verifichiamo l'induttivita della proposizione: P(n) = P(n + 1) dove

n

P(n) : Z (3-2F1 — 1) 28t = 272 (2" _ 1) ed ovviamente P(n + 1) :

n+1 h=t

Z (3.2]6—1 o 1) 2k+l — 2n+3 (2n+l . 1)

k=1

Consideriamo:

n+1

> (3-281 — 1) 2" = (per l'ipotesi induttiva)
k=1

— (3 Londl-1 1) gn+1+1 + 2n+2 (2n _ 1) — (32n _ 1) 2n+2 + 2n+2 (2n _ 1) —
— 3_22n+2 _ 2n+2 + 22n+2 _ 2n+2 — 4_22n+2 _ 2‘2n+2 — 22n+2(22n _ 1) — 2n+3(2n+1 _ 1)

SOLUZIONI DEGLI ESERCIZI DELLA FILA 4

Esercizio 1. (Punti 10)
Siano date le funzioni

1. Scrivere la funzione composta: F'(z) = (go foh)(x).
2. Trovare il campo di esistenza di F(z).
3. Dimostrare che ¢ monotona in uno degli intervalli (a scelta) del campo di esistenza.

4. Determinate I'immagine e 'inversa della funzione ristretta a quest’intervallo.

SVOLGIMENTO

1.

F(z) = (go foh)(x) =g(f(z*-1)) =g (le— 1) = log (le_ 1)
2.

16



F' & definita per i valori di « per i quali 'argomento del logaritmo & positivo e quelli per i
quali il denominatore della frazione e diverso da zero quindi:

1
z_1 0 22 —1>0
2 —1+#0

2 —-1#0
Da cui segue che C.E. = (—o0, —1) U (1, +00)
3.
F non & monotona sul suo C.E. perché risulta per ogni x appartenente a (—oo, —1)U(1, +00) :
F(z) = F(—x). Dimostriamo quindi che risulta monotona decrescente sulla semiretta

(1,400), ovvero
Vg, g € (0,400), 11 < 1y <= F(x1) > F(22).
Quindi

1 1
Vi, 29 € (0,400), 1 < 29 <= log (x%—l) > log (x%—l)

Per la proprieta di monotonia della funzione logaritmo la diseguaglianza sopra equivale alla

seguente
1 1

>
—1" 22-1
1, o > 0 si ha infine 1 < 2.
Con considerazioni analoghe si dimostra che F' ¢ invece crescente sulla semiretta (—oo, —1).

da cui, essendo i denominatori positivi, ZE% —1< .1:3 — 1 ovvero, dato che

4.
Consideriamo F ristretta all’intervallo (1, +00).
1 1
yzlog(2 1) — e’ = — ] — 2 =e V41 <= 2 =+Ve¥+1 Quindi
x? — x? —

F~Yy) =+e ¥+ 1, per ogni y € R. Di conseguenza I'immagine di F ristretta all’intervallo
(1,4+00) e tutto R.

Se consideriamo invece F ristretta all’intervallo (—oo, —1) si ha F~!(y) = —ve~¥ + 1. Anche
su questo intervallo I'immagine di F' e tutto R.

Esercizio 2. (Punti 8)

Determinare il campo di esistenza della seguente funzione:

flz) = V1 = logy [a? — .

SVOLGIMENTO

La funzione radice quadrata ¢ definita quando il suo argomento ¢ maggiore o uguale a zero,
mentre la funzione logaritmo quando il suo argomento e strettamente positivo. Tenuto conto
di queste osservazioni scriviamo

1 — logy |2? — x| > 0 1 — logy |2? — 2| > 0
{|x2—x\>0 — 2 —1#0

17



Dalla definizione di walore assoluto e da quanto scritto sopra si ha

22—z >0 2—xr <0
1 > logy(2* — ) 1 > logy[—(z* — z)],

Tenuto conto della seguente proprieta di logaritmo: se a > 1, 1 > log, b se e solo se a > b, i
sistemi sopra equivalgono ai seguenti

{xQ—x>0 y {x2—x<0

2> —x 2> —(2? — ),
oVVero
22—z >0 y 2 —x <0
0>a2—2x—2 22 —x+2>0
da cul
r<0Vlili<zx O<zr<l1
1 <z<2 Ve e R

Le soluzioni del primo sistema sono —1 < x < 0 oppure 1 < x < 2, del secondo 0 < x < 1.
In conclusione il C.E. della funzione data ¢ I'unione di intervalli [-1,0)U (0, 1)U (1,2].

Esercizio 3. (Punti 8)
Sia data la successione

2n? — 1
an = log{ —5—=— |-

1. Dimostrare che a,, € monotona crescente.

2. Dimostrare che sup a,, = log?2.
N

3. Dire se il I'estremo superiore ¢ anche massimo.

4. Calcolare il minimo, se esiste.

SVOLGIMENTO
1. Dobbiamo dimostrare che Vn € N, a,, < a1, ovvero
2n? — 1 2(n+1)% — 1
v N, 1 _— 1 LR ——
ne Og(n2+2)<0g((n+1)2+2

Utilizziamo la proprieta di monotonia della funzione logaritmo:
Ve, 0 >0, 11 <29 <= logx; < logxs, ed ottenniamo

m2 -1 2(n+1)2 -1

Vn € N < .
e n? + 2 (n+1)2 + 2
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I denominatori delle frazioni che compaiono nella diseguaglianza sono positivi, quindi
(2n? — 1) (n* +2n+3) < (n* +2) (2n* +4n + 1).

che equivale a
0<10n + 5

che e verificata per ogni n € N, CVD.

2.
Ricordiamo che il numero reale L ¢ L = sup a,, se e solo se sono verificate le due condizioni:

N
(i)Vn eN, a, <L;
(it)Ve >0 IveN: L—e<a,
Nel nostro caso

m? — 1
(i)Vn € N, log( n

n? + 2
(i)ve >0 v eN: log2—¢ < 1 2”1
11)Ve v o log2—¢ og | ——
& s\ 2 + 2

Utilizzando la proprieta di monotonia della funzione logaritmo la condizione (i) equivale alla
seguente:

2n? — 1
H)VneN, ——
Consideriamo (i¢). Anche in questo caso utilizziamo la proprieta di monotonia della funzione
logaritmo ottenendo dalla relazione scritta sopra

202 — 1 2% — 1
Ve >0 dJveN: log2 — ¢ <log (Vi) <= log2 — loge® < log (Vi)

) < log?2

< 2 ovvero 2n? — 1 < 2n? 4 4, che & sempre verificata.

V2 + 2 V2 + 2
ovvero
| 2<1 202 — 1 2<21/2—1
0g — gl ——=| < — —.
ge8 & v2 + 2 e v2 + 2

da cui segue che per ogni € > 0 ¢ sempre possibile determinare un numero naturale v tale

L 4+ ef -
che { | ——— < .
2(ef —1)

3. L’estremo superiore non ¢ massimo in quanto dovrebbe esistere un numero naturale nyg

tale che
2n2 — 1

= log2.
ng + 2 ©8

log

che non ¢ verificata per alcun numero naturale perché equivale a 2n2 + 4 = 2n2 — 1, che ¢
ovviamente falsa.

4. Poiché la successione data ¢ crescente risulta:
VneN a1 >a,>--->a3>ay > a; quindi a; ¢ il minimo della successione ovvero

1
Vn € N anzalzlogg.

Esercizio 4. (Punti 7)
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Dimostrare mediante il principio di induzione la seguente identita

- 1 — 3"
kL 4. 32k n+2
§ (3 32F) 5 3

k=1
SVOLGIMENTO

Per n = 1 si ottiene
1 1

1-3
Z (3F+t — 4.3%) = 3 — 4.3%! che & uguale a —5 31+,
k=1
Verifichiamo 'induttivita della proposizione: P(n) = P(n + 1) dove
- 1—3"

. 3k+1 — 4. 32k — 3n+2

P 3 L
ed ovviamente P(n + 1) :
% k+1 2k 1 — 3t +3

(3" —4.3") = —— 3",
k=1 2
Consideriamo:
n+1 1 — 3n
> (3" — 4.3%) = (per lipotesi induttiva) = 3" — 4.3 4 TS”“

k=1

1 1 3 9
— 3n+2 o 4 . 32n+2 - 3n+2 - 32n+2 —_ = 3n+2 Y 32n+2 —
5 + 2 ] 2 2 2
— 5 3n+2 (1 — 3. 3n) — 5 3n+3(1 . 3n+1)'

20



