Complementi di Matematica - Ingegneria Energetica/Elettrica/Sicurezza
SOLUZIONTI della prova scritta del 17 settembre 2007

PRIMA PARTE (per tutti)

X

a.l) Si ideri 1 ione di funzioni f,(z) := ———.
(a.1) Si consideri la successione di funzioni f, () S

1. Si dica, motivando, se la successione converge uniformemente su [0, +00[;

+oo

2. Si trovi l'insieme delle = in [0,4o00[ per cui la serie ) f,(x) risulta convergente.
n=0

Chiamiamo [ tale insieme e indichiamo con f(z) tale serie (cioé poniamo f(z) =

T fu(w) per xin I).

3. Si dica, motivando, per quali z in I la f (oltre a esistere) risulta continua.

Svolgimento. Prima di tutto calcoliamo il massimo di ogni f,, su [0, +oc[. Si ha

- 8 4+ n3x3 — x 3n3z? 8 — 2n3x3

fa(®) (8 + n3x3)? (8 + n3x3)?

Quindi f'(z) =0 nr® =4 1 =x, = Vi/n e || fulloo = max,so | fu(2)] = fulzn) =
r,/12 = V/4/12n — 0. Ne segue che f, tende uniformemente a zero su [0, 4-o0l.

Si vede peraltro che )" || fu]| = 400 e quindi non si pud dedurre che la serie converge
uniformemente su [0, +00.
Se pero fissiamo un qualunque a > 0, dato che definitivamente x,, < a si deduce che

a 1
= . Dato che
8 +n3a3 — 3a?n3

> — < +oosideduce che ) f, converge uniformemente su [a, +o0o[ e quindi la f risulta
n
essere una funzione continua su [a, +oo[. Dato che a > 0 & arbitrario f & continua su

10, 4-o0.

D’altra parte la serie converge anche in zero (e quindi I = 0,+4o00[) e f(0) = 0. Pero f
non e continua in zero. Per vederlo osserviamo che

(per ngrande) || fulloc fa tool = MaXeza [ fu(7)] = fn(a)

= 1/n 1< 1 I~ 1 11 1
J(t/n) 28+k3/n3_n28+(k/n)3_n 8+1 9n 9

k=1 k=1 k=1 k=

Questo impedisce che f(1/n) tenda a 0 = f(0). O
(a.2) Si calcoli I'integrale
+oo ;
/ sin(2x) e
oo T3 — 42?4 bz
627Lz

Svolgimento. Usiamo il metodo dei residui. La funzione f(z) := ha tre poli
z

23— 42245



2iz 1
semplici in 21 = 0 e 293 = 2+ 4. Allora Res(f, z;) = 322—6—8,3-1-5 z=2; - @ Quind

Res(£,0) = .

o oli—2 _ 6_2(cos(4) + isin(4)) B
RS20 = 3 —s@ T +5)  3B+4)—8@+)+5)

e ?(cos(4) +isin(4)) e *(—1—2i)(cos(4) +isin(4))

—2 4 4i 10
e2[(— cos(4) + 2sin(4)) — (2 cos(4) + sin(4))]
10
(v.p) _+oo f(z)dx = miRes(f,0) + 2miRes(f,2 + 1) =
%" T (— cos(4) + 2sin(4)) — (2 cos(4) + sin(4))]
da cui

o sin(2x) N +oo T
ez s = - — _(¢® — cos(4) + 2sin(4)) .
/_ 23 — 422 + B dz = Sm (v.p) N f(z)dx Fo2 (e — cos(4) + 2sin(4))

e}

(b.1) Sia f:[—m, 7| — R definita da

ft) =
Si trovino i A in R per cui il problema differenziale ai limiti
y'+ Ay = f(t)
y(=m) =y(m) =0
ha soluzioni (su [—m,7]).

Svolgimento. Dato che si cercano soluzioni nulle agli estremi di [—m, 7| cercheremo tali
soluzioni some somma di una serie di Fourier di soli seni, cioé del tipo y(t) = > oo, yx sin(k(t—
7)/2) (attenzione siamo sull’intervallo [—7, 7] - dobbiamo “translare indietro”le funzioni
sin(t/2) che andrebbero bene per [0, 27]). Prima di tutto sviluppiamo il dato f in questo
modo: se vogliamo f(t) =Y oo fesin(k(t — 7)/2) risultera

Je = % /_: f(t)sin(k(t — m)/2) dt.



Notiamo che f e dispari. Se k = 2h pari:

fon = %/_ﬂ f(t)sin(h(t—m)))dt = M /7r f(t)sin(ht)) dt = (I'integrando & pari)

2(=1)" {f(t)( COS(ht))}

t)sin(ht)) dt = ) cos(ht))

T h

2(;71) |:f’<t) S}in(ht):| t_;r _2(11_2711-) /(;ﬂ f”(t) sin(ht) dt —

-~

=0

41" / sin(ht) dt — 21" {_Cos(ht)r _ACDY gy g B L

h?m h2m h h3m

mentre per i k = 2h + 1 dispari:

Fonr = — f()Sin((h+1/2)(t—7r)))dt:
Sln((h—|—1/2

/ f(t)cos((h+1/2)t))dt =0 (I'integrando ¢ dispari).

In definitiva (gli unici k& che sopravvivono sono k =45 +2 j =0,1,...) e si ha:

Z 5 sin ((27 + 1)(t —m))

]:0
Se ora cerchiamo la soluzione y = ), yx sin((k/2)(t — 7)) troviamo

y' ==Y (k/2)ysin(k/2(t — 7))

k
Ne ricaviamo le condizioni (A —(k/2)?)yy = fi per ogni k. Tali condizioni sono soddisfatte
da y, = 0 per tutti ii k dispari e i £ multipli di 4, qualunque sia A\. Rimangono i k£ della
forma k = 2h con h dispari, in cui la condizione diventa (A — h?)yy, = ———. Per

wh?
poter verificare tale condizione ¢ necessario e sufficiente che A # h%. Dunque i A per cui

c¢’e almeno una soluzione sono tutti i numeri reali che non sono quadrati di un intero
dispari. []

(b.2) Si trovino tutte le soluzioni del problema differenziale su R:

y" — 4y = cos(t)e
y € L*(R)

Svolgimento. Conviene considerare il problema

V" — 4o = ette
v e L*R)



In questo modo alla fine y(t) := Re v(t) sara la soluzione del problema iniziale. Si ha:

(a(t) —e M = G(w) = w22_ 1) = (b(t) =l = blw) = ﬁ)

Applicando la trasformata di Fourier a entrambi i membri dell’equazione in v:

2 -2

I e T T G-

- 26iwt

(W +4)(w—1)>=1)
funzione olomorfa f nei suoi poli, cio¢ in +2i e 1 4 ¢ (tutti semplici). Si ha:

Poniamo f(w) := per ricavare y(t) dobbiamo calcolare i residui della

. —2¢eiwt —2e7 % ie”*
el 2 = {m((w — 1P 1) + (@2 + 42w - 1>]M- TA(2i—1P 1) 22— )
e (=14 20)e*
4(-1-2i) 20
. —2¢t —2e* —ie™
Resls, =) = {w(w — 17+ 1) + (@ +4)2(w - 1>L_2i C (2= 1P 1) 22+ 40
—ie™?  —i(—1— 2i)e*
4(=1+26) 20
. _9piwt —9eli=1)t jet—1t
el = {m«w — D2 D) 4 (WP 4)2(w - 1>} RS R
i(2 = )e@ Dt i[(2cos(t) + sin(t)) + i(— cos(t) + 2sin(t))]e "
10 B 10
‘ _2€iwt _2€(i+1)t _Z'e(i-i-l)t
Res(,1-4)= Lw«w TP D) (@ 2w 1>} T a-2

—i(2+i)e@Dt —i[(2cos(t) — sin(t)) + i(cos(t) + 2sin(t))]e’

10 10

Ne segue che per t > 0

(1— 2i)e‘2t+ —[(2cos(t) + sin(t)) + i(— cos(t) + 2sin(t))]e"
20 10

v(t) = i(Res(f, 2¢)+Res(f,i+1) =

mentre per t < 0:

(1+ 2i)6_2t+ —[(2cos(t) — sin(t)) + i(cos(t) + 2sin(t))]e’

o(t) = —i(Res(f, ~2i)+Res(f, =i+1) = ~—— -

per cui prendendo la parte reale

e 2 (2cos(t) +sin(t))e™
_ >
20 10 set >0

y(t) =
e (2cos(t) —sin(t))e’
20 10

set <0



SECONDA PARTE (solo per gli energetici)
(c.1) Si trovino tutte le soluzioni del problema differenziale su R:

y”—4y’+5y:5’
yeds

Svolgimento. Applichiamo la trasformata di Fourier ai termini dell’equazione:

w
—4iw+5

~

(—w? — diw + 5)j(w) = iw & J(w) =

dato che il denominatore —w? — 4iw + 5 non si annulla mai per w reale. In effetti —w? —

4iw +5 = 0 se e solo se w = —2i + 1 ¢ R. Dunque la trasformata si trova in L? e
7 Zeizt
possiamo antitraformare mediante i residui della funzione f(z) := ——————— nei due
22 —4iz+5

poli semplici —2i + 1 (entrambi con parte immaginaria negativa). Dunque y(t) = 0 per
t > 0 mentre per t < 0

y(t) = —i (Res(f,1 — 2i) + Res(f,—1 —2i)) =

) izeitz N ,l’zeitz
—— ’L —_— — p—
—2z =44, o —2z—4di],_ 4

(i(1 = 20)el (=1 = 20)eCIHRDN (=14 20)eft (=1 =2i)e MY L,
Re ((—1 4 2i)e™) e* = (— cos(t) — 2sin(t))e”

Si puo anche scrivere y(t) = —H(—t)(cos(t) + 2sin(t))e*. Verifichiamo che y ¢ effettiva-
mente una soluzione:

y(t) = (—t)(cos(t) + 2sin(t))e*;
y(t) = ( t)(cos(t
§(t)(cos(t) + 2sin(t))e* — H(—t)(3sin(t) + 4 cos(t))e* =
§(t) — H(—t)(3sin(t) + 4 cos(t))e*;
y'(t) =6 (t) + 5(—t)(3sin(t) + 4 cos(t))e* — H(—t)(3 cos(t) — 4sin(t))e*
— H(—t)(3sin(t) + 4 cos(t))2e* =
§'(t) +6(t)(3sin(t) + 4 cos(t))e* — H(—t)(11 cos(t) + 2sin(t))e* =
§'(t) + 46(t) — H(—t)(11cos(t) + 2sin(t))e*;

quindi

y' — 4y + 5y =& (t) +46(t) — H(—t)(11 cos(t) + 2sin(t))e*
—40(t) + H(—t)(12sin(t) + 16 cos(t))e* — H(—t)(5cos(t) + 10sin(t))e* = &' (t)

]

(c.2) Si trovino tutte le soluzioni del problema differenziale su R:

y// _4y/+5y Y
y(t)=0 per t < 0.

cos(t) 4 2sin(t))e* — H(—t)(—sin(t) + 2 cos(t))e* — H(—t)(cos(t) + 2sin(t))2e* =



Svolgimento. Applichiamo la trasformata di Laplace a entrambi i termini dell’equazione.

Si ha: .
2 . .
—4z45 =z & e Sy S—
(2" =42+ 5)5(2) =2 & y(2) = 75— P
zt
Per antitrasformare utilizziamo i residui di f(z) := #_'_5 che ha due poli semplici
22 —4z

in 244. Si ha, pert > 0:

() = Res(£.2 + 1) + Res(f.2 — i) = | =5 L= _
e ’ 7 (224 2=2+i 2z -4 2721‘_

(2 + i)eHDt N (2—1)e® D" (2 410)e" — (2 —3)27" 2
2i —2i 2i
Sm ((2+i)e) e = (cos(t) + 2sin(t))e”

mentre y(t) = 0 per ¢ < 0. Dunque si pud scrivere y(t) = H(t)(cos(t) + 2sin(t))e*. O
(c.3) Sitrovi la soluzione del problema differenziale su R:

y' =4y +5y =1
y(0) = 0,5/(0) = 1.

Svolgimento. Poniamo v(t) = H(t)y(t). Allora v'(t) = o6(t)y(t) + H(t)y'(t) = 6(¢)y(0) +

H(t)y'(t) = H(t)y'(t), mentre v"(t) = o(t)y'(t) + H ?) "(t) = o(t)y'(0) + H)y"(t) =
d(t) + H(t)y"(t). Dunque v verifica:

V=4 +5v=6+H
v(t) =0 per t < 0.

Cerchiamo v applicando la trasformata di Laplace:

(=% 4z + 5)o(z) = 1+%: 1_:2 & 0(z) = 2(221—25+5)
Posto f(z) := z(,g jzej 5) si ha
Res(f,2+1) = L((it—;ti)}z o — %e(ﬂiﬁ — _1Jlr_07ie(2+i)t
Res(f,2 —i) = Res(f,2+ i) = — 1 Ione(Q—z‘)t

e quindi, per ¢t > 0:

v(t) =

1 2tope 14 7i it 1 cos(t) — 7sin(t)62t
5 10 ) )

1 t) — 7sin(t
da cui y(y) = 5 cos(t) 5 sin )€2t per ogni t in R O




