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1. Si individui I'insieme dei valori del parametro « per cui la serie di funzioni

ne +1

(o) = Z cos(y/nzx)

converge uniformemente su R.

cos(y/nx)

Svolgimento. Poniamo f,(z) := el e proviamo a verificare il criterio della conver-
n
genza assoluta rispetto alla norma uniforme. Si ha:

cos(y/nx) < 1

|| fulleo = max f,, = max

[0,1] 0<e<l n®4+1 ~— noe+4+1
[e.°]
Dato che » — T < +o00 se a > 1 si deduce che la serie di funzioni converge uniforme-
n=1"

mente per a > 1.

Vediamo ora che la serie non converge uniformemente se o < 1. Per questo basta osservare
che la serie non converge in x = 0 dato che

o oo 1
n(0) = = 400 se a < 1.
20 =2
In definitiva la serie converge uniformemente se e solo se a > 1. O]
2. Si calcoli I'integrale
+o0 1

—dx

o Vr(r+2)

Svolgimento. Per la formula vista a lezione (Proposizione (3.7.16) con a = —

):
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3. Si consideri la funzione f definita da:

-1 se0<t<m
f(t) = {(t—ﬂ'>(t—2’ﬂ')) sem <t<2mw

e prolungata a tutto R in modo da risultare 27-periodica.

Si trovi lo sviluppo in serie di Fourier di f.



Svolgimento. Notiamo che:

m—2t se0<t<m -2 sel<t<m
'(4) — =5 = 7 MEY)
f® {2t—37r sem <t<2m F®) {
e che f(0) = f(2m) = 0 mentre f'(0) = f'(27r) = w. Allora se vogliamo scrivere f(t)
+0 .
> ¢pe™ abbiamo
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2 semm<t<2mw

dt =

2w s 2m
; 1 , 1 .
/ f"(t)e " dt = / 2" dt — / 2e” "M dt =
2mn? J, 2mn? J, 2mn? J.

(=D"=1).

f(t) = 2 Z <_1)—n_16i"t = %Zl ﬂ sin(nt) = — Z ﬁ sin((2k+1)t).

™
k=0

. Si trovi la soluzione del problema differenziale:

y// . 4y — 6—|t|+1
y € L*(R)

Svolgimento. Se f(t) := e M1 = ee~M si ha:

P 2e
=15
da cui, applicando la trasformata di Fourier all’equazione
. 2e . —2e
(~w? = 4)j(w) < jlw) =

T 1tu?

Antitrasformando mediante il metodo dei residui:

(I+w?)(d+w?)

. —2eetwt . —2eeiwt .
y<t) B ] [RGS (W’Z> + Res (W’ 2Z>:| set >0
—i |Res (%, —z'> + Res (%, —2@')} set <0
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Dato che:

R —2eett , [ —2ee™t 1 —eet
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si ottiene:
(t) B _e*;H + e*QgH set>0 B e~ lti+1 N e—|2tl+1
= —et; e2t6+1 set<0 3 6
[l
. Si dica se la serie di funzioni .
= sin(z)
f( ) T ; 1 + 7141‘2
converge in L' su [0, +oo].
: - sin(x) sin(x)
Svol to. Indich w(t) == = :
volgimento. Indichiamo f,(t) T+ mia? 1 ()
Verifichiamo il criterio della convergenza assoluta (rispetto alla norma L'). Si ha:
—+oo “+00 . +00 _: 2
sin(x) 1 sin(y/n?)
P A e s <E
0 0 + ncx n* Jo 1+y
1 [t 1 du— T
n? Jo 1492 Y= on
. 9 . Y dy > 1 .
(abbiamo usato y = nz da cui x = = e dv = — ). Dato che )  — < +o0, la serie di
n n n=1
funzioni risulta assolutamente convergente e quindi convergente in L!([0, +0o0]). O

. Si trovino le soluzioni del problema differenziale:

y' =4y +8y =9
yedS

Svolgimento. Applichiamo la trasformata di Fourier: si ottiene:

1
2 . ~ ~
2i £ v/—4+38
Il denominatore ha due radici semplici in w = % = —2¢ + 2. Quindi:
0 set >0
v =3 _ir e 9i49) —iR e 99 t<0
—i1nes m,—l+ — hes m,—’l— set <



Dato che
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si trova:

. Si trovino le soluzioni del problema differenziale:

y" — 4y + 8y = H(t) cos(t)
y(t)=0 per t < 0.

Svolgimento. Applichiamo la trasformata di Laplace a entrambi i membri dell’equazione.

Si ha: p, ;
2 . y
2 =42+ 8)y(2) = —— & U(2) = .
( +8)i() 2241 y2) (22 —42+8)(22+1)
Il1 denominatore ha quattro radici semplici in z = 4i e z = 24 2i. Applicando le tecniche
dei residui (notiamo che i residui nei poli coniugati sono i coniugati dei residui):

y(t) = Z Res ((22 4z ie;t)(z? +1) w> -
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7 4
oE cos(t) — a5 (t) — % e " cos(2t) + e " sin(2t)
per t > 0, mentre y(t) = 0 per t < 0. ]
1
. Si trovi la trasformata di Fourier (nel senso delle distribuzioni) di u(t) = 1

1
Svolgimento. Indichiamo con v la distribuzione v.p. (;) Si ha:

w0 =3 (27— 77 = 50D - o+ 1)

t+1

1, . 1

W

W(w) = 5(6 t(w) —e“v(w)) = 5(6‘“’ — ™) (—i)msgn(w) = —mwsgn(w) sin(w).



