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1. Si individui l’insieme dei valori del parametro α per cui la serie di funzioni

f(x) :=
+∞∑
n=1

cos(
√

nx)

nα + 1

converge uniformemente su R.

Svolgimento. Poniamo fn(x) :=
cos(

√
nx)

nα + 1
e proviamo a verificare il criterio della conver-

genza assoluta rispetto alla norma uniforme. Si ha:

‖fn‖∞ = max
[0,1]

fn = max
0≤x≤1

cos(
√

nx)

nα + 1
≤ 1

nα + 1
.

Dato che
∞∑

n=1

1

nα + 1
< +∞ se α > 1 si deduce che la serie di funzioni converge uniforme-

mente per α > 1.

Vediamo ora che la serie non converge uniformemente se α ≤ 1. Per questo basta osservare
che la serie non converge in x = 0 dato che

∞∑
n=1

fn(0) =
∞∑

n=1

1

nα + 1
= +∞ se α ≤ 1.

In definitiva la serie converge uniformemente se e solo se α > 1.

2. Si calcoli l’integrale ∫ +∞

0

1
4
√

x(x + 2)
dx

Svolgimento. Per la formula vista a lezione (Proposizione (3.7.16) con α = −1
4
):

∫ +∞

0

1
4
√

x(x + 2)
dx =

2πi

1− e−
π
2
i
Res

(
1

4
√

z(z + 2)
,−2

)
=

2πi

1− e−
π
2
i

[
1
4
√

z

]

z=−2

=

2πi

1− e
π
2
i

1
4
√

2eπi
=

π
4
√

2

2i

1− e
π
2
i

1

e
π
4
i

=
π
4
√

2

2i

e
π
4
i − e

−π
4

i
=

π
4
√

2

1

sin
(

π
4

) =
π
√

2
4
√

2
= π

4
√

2

3. Si consideri la funzione f definita da:

f(t) :=

{
t(π − t) se 0 ≤ t ≤ π

(t− π)(t− 2π)) se π ≤ t ≤ 2π

e prolungata a tutto R in modo da risultare 2π-periodica.

Si trovi lo sviluppo in serie di Fourier di f .



Svolgimento. Notiamo che:

f ′(t) :=

{
π − 2t se 0 ≤ t ≤ π

2t− 3π se π ≤ t ≤ 2π
, f ′′(t) :=

{
−2 se 0 < t < π

2 se π < t < 2π

e che f(0) = f(2π) = 0 mentre f ′(0) = f ′(2π) = π. Allora se vogliamo scrivere f(t) =
+∞∑

n=−∞
cne

int abbiamo

cn =
1

2π

∫ 2π

0

f(t)e−int dt =
1

2π

[
f(t)

e−int

−in

]2π

0

− 1

2π

∫ 2π

0

f ′(t)
e−int

−in
dt =

1

2πin

∫ 2π

0

f ′(t)e−int dt =
1

2πin

[
f ′(t)

e−int

−in

]2π

0

− 1

2πin

∫ 2π

0

f ′′(t)
e−int

−in
dt =

− 1

2πn2

∫ 2π

0

f ′′(t)e−int dt =
1

2πn2

∫ π

0

2e−int dt− 1

2πn2

∫ 2π

π

2e−int dt =

1

πn2

[
e−int

−in

]π

0

− 1

πn2

[
e−int

−in

]2π

π

=
i

πn3

(
e−inπ − 1

)− i

πn3

(
1− e−inπ

)
=

2i

πn3
((−1)n − 1) .

Quindi

f(t) =
2i

π

+∞∑
n=−∞

(−1)n − 1

n3
eint =

4

π

+∞∑
n=1

1− (−1)n

n3
sin(nt) =

8

π

+∞∑

k=0

1

(2k + 1)3
sin((2k +1)t).

4. Si trovi la soluzione del problema differenziale:

{
y′′ − 4y = e−|t|+1

y ∈ L2(R)

Svolgimento. Se f(t) := e−|t|+1 = ee−|t|, si ha:

f̂(ω) =
2e

1 + ω2

da cui, applicando la trasformata di Fourier all’equazione

(−ω2 − 4)ŷ(ω) =
2e

1 + ω2
⇔ ŷ(ω) =

−2e

(1 + ω2)(4 + ω2)
.

Antitrasformando mediante il metodo dei residui:

y(t) =





i
[
Res

(
−2eeiωt

(1+ω2)(4+ω2)
, i

)
+ Res

(
−2eeiωt

(1+ω2)(4+ω2)
, 2i

)]
se t > 0

−i
[
Res

(
−2eeiωt

(1+ω2)(4+ω2)
,−i

)
+ Res

(
−2eeiωt

(1+ω2)(4+ω2)
,−2i

)]
se t < 0



Dato che:

Res

( −2eeiωt

(1 + ω2)(4 + ω2)
, i

)
=

[ −2eeiωt

2ω(ω2 + 4) + 2ω(ω2 + 1)

]

ω=i

=
−ee−t

3i

Res

( −2eeiωt

(1 + ω2)(4 + ω2)
, 2i

)
=

[ −2eeiωt

2ω(ω2 + 4) + 2ω(ω2 + 1)

]

ω=2i

=
ee−2t

6i

Res

( −2eeiωt

(1 + ω2)(4 + ω2)
,−i

)
=

[ −2eeiωt

2ω(ω2 + 4) + 2ω(ω2 + 1)

]

ω=−i

=
eet

3i

Res

( −2eeiωt

(1 + ω2)(4 + ω2)
,−2i

)
=

[ −2eeiωt

2ω(ω2 + 4) + 2ω(ω2 + 1)

]

ω=−2i

=
−ee2t

6i

si ottiene:

y(t) =

{
− e−t+1

3
+ e−2t+1

6
se t > 0

− et+1

3
+ e2t+1

6
se t < 0

= −e−|t|+1

3
+

e−|2t|+1

6
.

5. Si dica se la serie di funzioni

f(x) :=
+∞∑
n=1

sin(x)

1 + n4x2

converge in L1 su [0, +∞[.

Svolgimento. Indichiamo fn(t) :=
sin(x)

1 + n4x2
=

sin(x)

1 + (n2x)2
.

Verifichiamo il criterio della convergenza assoluta (rispetto alla norma L1). Si ha:

‖fn‖L1 =

∫ +∞

0

fn(x) dx =

∫ +∞

0

sin(x)

1 + n2x2
dx =

1

n2

∫ +∞

0

sin(y/n2)

1 + y2
dy ≤

1

n2

∫ +∞

0

1

1 + y2
dy =

π

2n2

(abbiamo usato y = n2x da cui x =
y

n2
e dx =

dy

n2
). Dato che

∞∑
n=1

1

n2
< +∞, la serie di

funzioni risulta assolutamente convergente e quindi convergente in L1([0, +∞[).

6. Si trovino le soluzioni del problema differenziale:
{

y′′ − 4y′ + 8y = δ

y ∈ S ′

Svolgimento. Applichiamo la trasformata di Fourier: si ottiene:

(−ω2 − 4ωi + 8)ŷ(ω) = 1 ⇔ ŷ(ω) =
1

−ω2 − 4iω + 8
.

Il denominatore ha due radici semplici in ω =
2i±√−4 + 8

−1
= −2i± 2. Quindi:

y(t) =

{
0 se t > 0

−iRes
(

eiωt

−ω2−4iω+8
,−2i + 2

)
− iRes

(
eiωt

−ω2−4iω+8
,−2i− 2

)
se t < 0

.



Dato che

Res

(
eiωt

−ω2 − 4iω + 8
,−2i + 2

)
=

[
eiωt

−2ω − 4i

]

ω=−2i+2

=
e2t+2it

−4
,

Res

(
eiωt

−ω2 − 4iω + 8
,−2i− 2

)
=

[
eiωt

−2ω − 4i

]

ω=−2i−2

=
e2t−2it

4
,

si trova:

y(t) = H(−t)(−i)e2t (−e2it + e−2it)

4
= −H(−t)

2
e2t sin(2t).

7. Si trovino le soluzioni del problema differenziale:
{

y′′ − 4y′ + 8y = H(t) cos(t)

y(t) = 0 per t < 0.

Svolgimento. Applichiamo la trasformata di Laplace a entrambi i membri dell’equazione.
Si ha:

(z2 − 4z + 8)y̌(z) =
z

z2 + 1
⇔ y̌(z) =

z

(z2 − 4z + 8)(z2 + 1)
.

Il denominatore ha quattro radici semplici in z = ±i e z = 2± 2i. Applicando le tecniche
dei residui (notiamo che i residui nei poli coniugati sono i coniugati dei residui):

y(t) =
∑

w=±i,w=2±2i

Res

(
zezt

(z2 − 4z + 8)(z2 + 1)
, w

)
=

∑
w=±i,w=2±2i

[
zezt

(2z − 4)(z2 + 1) + (z2 − 4z + 8)2z

]

z=w

=

2<e

(
ieit

(−1− 4i + 8)2i

)
+ 2<e

(
(2 + 2i)e(2+2i)t

4i(4 + 8i− 4 + 1)

)
=

<e

(
eit

7− 4i

)
+ <e

(
(1 + i)e(2+2i)t

−8 + i

)
= <e

(
(7 + 4i)eit

65

)
+ e2t<e

(
(−7− 9i)e2it

65

)
=

7

65
cos(t)− 4

65
sin(t)− 7

65
e2t cos(2t) +

9

65
e2t sin(2t)

per t > 0, mentre y(t) = 0 per t < 0.

8. Si trovi la trasformata di Fourier (nel senso delle distribuzioni) di u(t) =
1

t2 − 1
.

Svolgimento. Indichiamo con v la distribuzione v.p.

(
1

t

)
. Si ha:

u(t) =
1

2

(
1

t− 1
− 1

t + 1

)
=

1

2
(v(t− 1)− v(t + 1))

Quindi

û(ω) =
1

2
(e−iωv̂(ω)− eiωv̂(ω)) =

1

2
(e−iω − eiω)(−i)πsgn(ω) = −πsgn(ω) sin(ω).


