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SOLUZIONI

1. Si consideri la successione di funzioni definita da

fo(2) = e,

(a) Si dimostri che (f,,) converge uniformemente a zero su [0, +o0|.
(b) Si consideri

F(z) =) falx)

e si dimostri che F'(z) ¢ ben definita, continua e derivabile su |0, 4+o00].
(c) (facoltativo) Si provi che
lim F(x) = +oo.

z—0t

Svolgimento. Ogni f,, & definita su tutto [0, +oo] e si ha

fa(0) =0, lir}rﬂ fn(z) =0.
Inoltre, per ogni x > 0
fl(x) = ! e " —ny/re" = _m(l —2nz).
" 2\/x NG
Da questo segue
1
'(B)=02r=—=11,
i) =0e o= =
e si vede facilmente che f, cresce tra 0 e z,, mentre decresce dopo x,; dunque z,, € un
1
unto di massimo. Il corrispondente massimo vale f(z,,) = . Allora
p p f(zn) Nor
1

— 0

an||oo,[0,+oo[ = \/ﬁ

e quindi f,, — 0 uniformemente su [0, +o0.
Fissiamo a > 0, Ragionando come al punto precedente si vede che quando % < a (cioe
per n > i) il massimo di f,, su [a, +o0] si realizza in x = a. Dunque

| frlloo g, +00] = frla) = Vae ™.

E peraltro chiaro che

oo
Z Vae ™ < 400
n=1

e quindi la serie in esame converge uniformente su [a, +oo[, da cui la sua somma F' & una
funzione continua su [a, +oo[. Per studiare la derivabilita di F' calcoliamo f:

1 n n e N
M) — e @ [ _Zp=3/2 _ Zp—12 7, -1/2 2,.1/2) _ 1 2,2
[(z)=e ( 4x 2x 2m +n“x ) 1 x3( 1 nm+4nx).



1—V17 1+ /17

Tale derivata si annulla nei punti z,; = B <0exps :=——=——>0. Sivede
n n
anche che f) e positiva tra x,; e x,2 mentre ¢ negativa dopo z,2. Dunque f; ha un

punto di minimo in x = x,9, di valore f/(z,2) < 0; inoltre f/(x) — 0 per x — +oo0.
Allora per n grande (in modo che z,, 2 < a) si ha che f/(a) < f/(x) < 0 per tutte le x > a
e dunque

—na

1ot = masx | £(2)| = ()| = 5= (2na 1),

Per le proprieta della funzione esponenziale ne ricaviamo

—na

o0 oo e
Z 1 frll oo fa, ool = Z (2na —1) < 400
n=1 n=1 2\/5

o0 e—TLCE
da cui F' & derivabile su [a, +oo] e F'(x) =
ool e (o) = 3 £

Dato che a > 0 ¢ arbitrario F' ¢ continua e derivabile su |0, 4+o00].
Per I'ultimo punto prendiamo un x > 0 e ricordiamo che % —-1< [ﬂ < % Allora

(1 —2nz).

Zem Zem— Z HZ\?G_Q

Dato che il termine di destra tende a infinito per x — 07 lo stesso ¢ vero per F(z). [

. Sia f(z) definita come serie di potenze da

(0.9] Zn
:Zrﬂ—i-l'

n=0

Si trovi il raggio di convergenza R di f. Si provi inoltre che vale

2F(2) + 2 (2) + f(z) = i Vz € D(0, R).

Svolgimento. 1l raggio di convergenza ¢ dato da

1
R—
lim ¢

n—oo

1
n2+1

Dato che {/n — 1 e /A — 1 per ogni A > 0 si ha
1< VT2 <22 =32(n)" = 1= V1102 -1

da cui R = 1. Per i teoremi sulle serie di potenze




3. Si calcoli I'integrale complesso:

1
/ dz dove D :={z : |z — 1] < 3}.
0

D 62iz -1

Svolgimento. Poniamo f(z) := ﬁ Per il teorema dei residui 'integrale di f su 0D
e pari a 27i volte la somma dei residui nelle singolarita di f interne a D. Le singolarita
di f sono gli zeri di e?* — i cio¢ z = k7 per k intero relativo. Di tali punti solo z; = 0
e z9 = 7 si trovano dentro D e quindi dobbiamo trovare i residui di f in tali punti. Per
trovare il residuo in zero notiamo che

f(z) = 1= hz) dove h(z) := :

zeir — 1 z etz — 1

e h e analitica vicino a zero in quanto

1 1
12)" 12)7 . n—1 . n
20 e -1 21 = 21 21 nl 21 Zo D)

Ne segue che 0 ¢ un polo semplice e Res(f,0) = h(0) = .. Per trovare il residuo in  si

puo scrivere
1 z—m 1 z—7m  h(z—m)

fz) =

dove h e quella di prima (si e sfruttato il fatto che ’esponenziale complesso e periodico
di periodo 27i). Quindi anche 7 ¢ un polo semplice e Res(f,7) = h(r — ) = h(0) = =

Ne segue

z—me?z —1 7 —qe2ilz-m) — 1 Z—T

23"

. (1 1
/Df(z) dz = 2mi (Res(f,0) + Res(f,m)) = 2mi (2_7, - 2—@) = 2m.

Per trovare i residui si puo anche usare la formula

@z :—P(ZO) se ((z0) = (2
Res(Q(a:)’ 0) Q) Q(20) = 0,Q(20) # 0

(che pero abbiamo verificato a lezione solo nel caso di @ polinomio — in realta vale sempre).

Usando tale formula si riottiene:

1

T 9 p2iz

| 1 1
-~ R - | ==
' es(fim) = 5o Y

=T

Res(f,0)

z=0



4. Si calcoli

0

Svolgimento. Per la formula vista a

+oo 1

o Vr(@d+1)

Dato che le radici cubiche di —1 sono e

B 271

+oo 1

——dx.

vz +1)

lezione

TZRQS

con 0 = Zi,mi om

73

1

Z (e

2341

) =)

1 si ha

5. Si calcoli

Svolgimento. Si ha

400 eQiax
N JR, W
/oo .Z'2+.T+1 X T Z

621z
Res ( 57— w
2+ z+1
w:w?+w+1,Imw>0

- e2iz 1 \/§ . e2iz
2miRes <m,—§+72 271

Passando alla parte reale

+oo 92
/ cos(2x) I
oo T2+ 1

27T _\/g
= —e¢ cos(1).
NG M)




