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Esercizio 1. Al variare del parametro 6 € R, si studi la convergenza della serie

+o00

cos(n @) + sin(f/n)
2 log(n)

n=2

Esercizio 2. Sia f: R — R una funzione derivabile, tale che f(0) = 0 e f(1) = 1.
Mostrare che esistono due punti distinti zy, x5 € (0,1) tali che f'(x;) >0, f'(z2) >0e

fl(xy) + flxg) = 2.



Esercizio 3. Determinare tutte le soluzioni dell’equazione differenziale
1

er +e v

Mostrare che esiste una sola soluzione limitata su tutto R.

y'(x) —y(z) =

Esercizio 4. Determinare esplicitamente la successione definita dalla ricorrenza

An+1 = 20, + an1
ao =0
ay = 1.

Mostrare che, per ogni n € N, vale la relazione a,1 a,_1 — a? = (—1)".



SOLUZIONI

Soluzione esercizio 1.
sin 9/n 0 N N . .
Dato che la serie ) Tog(a? ™ > ee(oE © sempre convergente, ¢ sufficiente studiare

la convergenza della serie » % Per poter applicare il criterio di Dirichlet, dobbiamo

verificare che esiste M = M(6) > 0 tale che

Z cos(nh)

n=0

<M per ogni N > 2.
Se 6 non ¢ un multiplo intero di 27, abbiamo

N N iN+1)O 9
E _ E inf €
= cos(nf)) = | Fe (n:O ‘ > ‘ ( e —1 )’ = Re (e — 1)

Pertanto, se # non ¢ un multiplo di 27, la serie converge per il criterio di Dirichlet.

Viceversa, se # & un multiplo di 27, abbiamo che cos(nf) = 1 per ogni n e quindi la
serie diverge a +00.

Soluzione esercizio 2.

Poiché la funzione derivata manda connessi in connessi grazie al Teorema di Darboux,
sappiamo che I'insieme I = f’((0, 1)) & connesso, inoltre 1 € I per il Teorema di Lagrange.

Sia xg € (0,1) tale che f'(z9) = 1. Se f(xo) = z¢ allora, sempre per il Teorema di
Lagrange, esistono z; € (0,x¢) e x5 € (20,1) tali che f'(z1) = f'(x2) = 1, e questo ci
permette di concludere.

Supponiamo ora che f(xy) > zo. In questo caso, grazie al Teorema di Lagrange
esistono x1 € (0,x9) e x2 € (xp,1) tali che f'(x;) > 1 > f'(x9). Pertanto, ponendo
0 =min(f'(z1) — 1,1 — f'(x2),1) € (0, 1], I'insieme connesso I contiene I'intervallo aperto
(1 =4,1+0). Per concludere & sufficiente scegliere z; tale che f'(z1) =14 §/2 e x5 tale
che f'(xe) =1—10/2>0.

Nel caso f(xg) < xo si procede in maniera del tutto analoga.



Soluzione esercizio 3.

Cerchiamo prima le soluzioni dell’equazione omogenea associata y” —y = 0. Il poli-
nomio caratteristico p(A) = A? — 1 ha soluzioni A = +1, pertanto la soluzione generale
dell’omogenea ¢ data da yom(z) = ae” + be™*, al variare di a, b € R.

Cerchiamo ora una soluzione particolare del tipo y,(z) = a(x)e”+b(z)e™". Attraverso
il metodo della variazione delle costanti otteniamo il sistema

a(x)e” +b(x)e ™ =0

a(z)e® —b(r)e ™ = ———

er +e %
da cui otteniamo
/ eix / ez
S Vig) = — —
@) 2(e* +e77)’ (=) 2(e* 4+ e77)

e quindi, a meno di costanti additive,

1 1
a(x) = _Zlog<1 + 6_296), b(gj) = _Z lOg(l + 62:1:)'

Da questo otteniamo che la soluzione generale dell’equazione ¢

1 1
y(x) = (a ~ 1 log(1 + 6_2I>> e’ + (b ~1 log(1 + e%)) e ", a, beR.

Osserviamo ora che, se a = b = 0, la funzione y(x) tende a 0 per || — 400 ed ¢ pertanto
anche limitata. Viceversa, se a # 0 (risp. se b # 0), abbiamo che lim,_, . |y(z)| = +o0
(risp. lim,,_ |y(z)] = +00), quindi in questi casi la funzione y(z) non ¢ limitata.

Soluzione esercizio 4. Il polinomio caratteristico associato all’equazione e p(\) =
A2 —2)X — 1 ed ha soluzioni A = 1 4+ /2. Pertanto la soluzione generale della ricorrenza ¢

an = A(1+V2)"+ B(1—v2)" A, BeR.

Sostituendo i dati iniziali ricaviamo A = #ﬁ e B= _ﬁi’ e quindi

1 n 1 n
an:ﬁ(l—i—ﬂ) —ﬁu—ﬂ) .

Sostituendo I'espressione esplicita di a,, nella formula a,1a,_1 — a? otteniamo

i —a? = (04 VE = (1= V) (4 VR - (1 vay )

—é ((1 V2 (1 \/5)”)2
= —%(1 +v2)" T (1= V2 - é(l —V2)" (1 4 V2)n

+04 V(1 Vay"

B 11+\/§( L
T 812 81++2

(1" 4 (1) = (1)
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