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Esercizio 1. Siano p, ¢ € (1,+00) tali che 1/p+ 1/q =1 e sia a;; una successione a due
indici tale che }; ;[a;;|? < +o0. Dato z € (¥ sia

T(z); := Zaijxj, per ogni ¢ € N.
j=1

i) Mostrare che T € L(¢7, (7).
ii) Determinare 'operatore aggiunto 7.

iii) Mostrare che T € IC(¢P, (9).

Esercizio 2. Sia (H,|-|) uno spazio di Hilbert e sia T € L(H).
i) Mostrare che, se
inf {[\h —T(h)| : |h| =1} =0  per qualche A € R,
allora A € o(T).

ii) Supponiamo che 7" sia compatto. Mostrare che A € R\ {0} ¢ un autovalore di T" se
e solo se

inf {[\o—T(h)| : |h| =1} = 0.

iii) Supponiamo che T sia compatto e autoaggiunto, e siano A\, g, ..., A, ... gli auto-
valori distinti non nulli di 7. Sia P,, n > 1, la proiezione ortogonale sull’autospazio
ker(A,l —T'). Provare che la serie }_ -, A\, P, converge a T in L(H).

Esercizio 3. Si consideri 'operatore

i) Mostrare che 7" ¢ lineare e continuo.

ii) Calcolare la norma di 7T



SOLUZIONI
Soluzione esercizio 1.

i) Dato = € (7, applicando la disuguaglianza di Holder si ottiene

1
00 q
|T<x>i|s(2|aij|q) lelle  per ognii€ N,
j=1

Da questa disuguaglianza si ottiene subito la stima

1T()]]es < <Z|%‘|q> ]| ¢»
i

e quindi 7' € L(¢P, %) con |T| < (Z” |az‘j|q>5'

iii) Poiché T' € L(¢P,¢9), sappiamo che T* € L(¢?, (7). Dalla definizione di aggiunto,

segue subito che
o

T*(l')] = Zaijxi, ] - N,
j=1
per ogni x € (P,
iii) Mostriamo ora che T' & compatto. Per ogni N € N, sia Ty € L(¢, (%) I'operatore
definito da T (x); =T(z); se t < N e Ty(z); =0sei > N.

Osserviamo che Ty ha rango finito e che

o0 o0 q é oo o0 %
uT<x>—TN<m>u@:(z z) s(z zw) el
i=N+1|j=1 i=N+1 j=1

per ogni x € (P. In particolare, otteniamo che
1
o) e ) q
|7 — Tyl < ( > Z\a,-jrf) — 0 per N — 400,
i=N+1 j=1
cioe T e limite di operatori di rango finito ed e quindi compatto.

Soluzione esercizio 2.

i) Supponiamo A € p(T). In tal caso, 'operatore A\I — T ¢ invertibile e si ha h =
(M —T)"Y(A\h — T(h)) per ogni h € H. In particolare, se |h| = 1 otteniamo che

L= [ < |(M = T)7H[|A = T(h)]

e quindi

. 1
inf {|A\h—T(h)| : |h| =1} > oI =TT > 0.



ii) Se inf {|\h — T'(h)| : |h| = 1} = 0 dal punto precedente sappiamo che \ € o(T),
quindi, se T" & compatto e X\ # 0, abbiamo che A\ & un autovalore di 7'
Viceversa, se A # 0 ¢ un autovalore di 7', esiste h € H tale che |h| =1 e T'(h) = Ah,

da cui segue che

inf {|A\h — T(h)| : |h| = 1} = min {|\o — T(h)| : |h| = 1} = 0.

iii) Grazie al Teorema Spettrale sappiamo che

h:ho+zpn(h) per ogni h € H,

dove hg € un elemento del nucleo di T'. In particolare, applicando 'operatore T" ad
entrambi i membri della precedente uguaglianza, otteniamo che

T(h) = Z APy (h) per ogni h € H.

n>1

La tesi segue quindi dal Teorema di Banach-Steinhaus.

Soluzione esercizio 3.

i) La linearita di 7" segue subito dalla definizione. Per verificare la limitatezza di T
osserviamo che, per v € Hj(—1,1), possiamo scrivere

0
T(u) = u(0) = / () dx < o | z2rny =l -
—1

da cui otteniamo che 7" ¢ limitato con |7’ < 1.

ii) Per calcolare la norma di 7' cerchiamo una funzione v € Hg(—1,1) tale che
T(u) = (u, v>H3(,171) per ogni u € Hy(—1,1).

Consideriamo la funzione v € Hg(—1,1) cosi definita:

1
% se z € [—1,0],

v(r) =

1—
Tx se z € [0,1].

Per ogni v € H}(—1,1) abbiamo

() 111y = / 1 o (2 (z) de = % / : W (2) dz — % /0 1 ' (z) dr = u(0) = T(u),

1 -1

da cui otteniamo che ||T'|| = ||v]| g3 (~1,1) = V2/2.



