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Esercizio 1. Sia (X, | - ||x) uno spazio di Banach, siano Y, Z sottospazi vettoriali di X
esia V =Y 4+ Z. Dato v € V definiamo la funzione

[olly == inf{[lyllx +lzlx: yeY,z€ 2, y+2=0}.
i) Dimostrare che || - || definisce una norma su V.
ii) Dimostrare che ||v||x < ||v|ly per ogni v € V.

iii) Dire se sotto queste ipotesi (V, || - ||v) ¢ uno spazio di Banach.

Esercizio 2. Sia X = ([0, 1]) munito della norma ||u| = maxy 1 [u(z)| esia T : X — X
I'operatore

1
Tu(x) = / e"tu(t) dt .
0
i) Dimostrare che T' & un operatore lineare e continuo.
ii) Calcolare la norma di 7.

iii) Dimostrare che T' & un operatore compatto.

Esercizio 3. Sia H uno spazio di Hilbert e sia T" € L£(H) un operatore autoaggiunto,
compatto e definito positivo, cioe tale che (T'x,z) > 0 per ogni x # 0.

i) Dimostrare che esiste un operatore S autoaggiunto e definito positivo tale che
S%? =T (operatore S si dice radice quadrata di T').

ii) Dimostrare che S & un operatore compatto.

Esercizio 4. Per a € (0,n) sia B={z € R": ]:c\ <1} esia f, : R" — R definita da

/ |x—y|“

i) Dimostrare che per o < n si ha f, € L*(R").

ii) Dimostrare che per « < n — 1 si ha f, € WH=(R").



Soluzioni

Soluzione Esercizio 1.

i)

ii)

iii)

Chiaramente ||v||y > 0 per ogni v € V. Supponiamo che |[v||y = 0 per un qualche
v € V allora per definizione di estremo inferiore esistono y,, € Y, 2, € Z tali che
Yn + 2n = v € limy, o ||ynllx + ||2n]|x = 0. Per disuguaglianza triangolare di || - || x
si ha che lim, 1 ||yn + 2n||x = 0, ossia |jv]|x = 0, da cui v = 0.

Fissati v € Ve A £ 0, per ogni y € Y, z € Z tali che y + z = v si ha anche che
Ay+Az=Xvcon \y €Y, Az € Z, essendo Y, Z sottospazi lineari di X. Ne deriva
che [[M|ly < [[Ayllx + || z]lx = [M(lyllx + ||z]|x). Passando all’estremo inferiore
su y, z si ottiene || Av||y < |Al||v|ly. La disuguaglianza opposta si ottiene applicando
lo stesso argomento a v = v/\ ed ad ogni coppia ¥, 2’ tale che ¢y + 2/ = Av.

Analogamente, la disuguaglianza triangolare si ottiene da quella di || - || x.

Fissato v € V, per ogni coppia (y, z) € Y X Z tale che y+ z = v, per disuguaglianza
triangolare di || - || x si ha che

lollx < lyllx + [[2]lx-

Passando all’estremo inferiore sulle coppie (y,z) € Y x Z come sopra si ottiene la
disuguaglianza cercata.

Sotto le ipotesi date (V|| - ||y/) non & in generale uno spazio di Banach. Un caso
semplice per vederlo e considerare uno spazio X infinito dimensionale, V' un suo
sottospazio non chiuso e Z = {0}.

Soluzione Esercizio 2.

i)

ii)

iii)

La linearita segue subito dalla linearita dell’integrale. Per mostrare la continuita,
osserviamo che ||Tu|x < e?||ul|x.

Per ogni = € [0, 1] si ha
Tu(z)| = (e', ut))r2 e” < (e — Dl x e” < e(e — D|ullx
e la disuguaglianza ¢ un’uguaglianza per v = 1. Quindi ||T|| = e(e — 1).

Poiché I'operatore T ha rango finito € anche un operatore compatto.

Soluzione Esercizio 3.



i) Per il teorema di decomposizione spettrale, esiste una successione di autovalori A,
dell’operatore T', con i relativi autospazi F,, ortogonali uno rispetto all’altro. Poiché
T ¢ definito positivo si ha A, > 0 per ogni n.

1
Se definiamo S in modo che Sx = Ajz per ogni x € F,, otteniamo subito che S &
autoaggiunto, definito positivo e S?x = T per ogni = € H.

ii) Possiamo supporre dim H = +o00, altrimenti non c’¢ niente da dimostrare. Poiché

1
T ¢ compatto si ha A\, — 0 e quindi anche A\; — 0 per n — 400. Questo significa
che sia T che S sono limiti di operatori di rango finito e quindi anche S & compatto.

Soluzione Esercizio 4.
i) Passando a coordinate polari, per ogni € R" si ha

n|B|
n—a’

falz) < £(0) —n|B|/ e gp = 5L

ii) Dato € > 0 poniamo

: 1 1
o) = [ (G es) @

Per ottenere f, € WH(R") ¢ sufficiente mostrare che le funzioni f. sono uniforme-
mente lipschitziane.

Notiamo che per ogni x € R” si ha

n|B|

n—auo

n| Bl
\Y 5 < == y
| “”'—/B\BE |x— vt Y /ry|a+1 V= Ti-a

da cui si ottiene f, € W1*°(R") per a < n — 1.

fe(@) < falz) <




