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Sesta prova scritta di Analisi Matematica I.

(1) Esporre lo svolgimento degli esercizi in maniera chiara e gibile.

(2) E proibito comunicare con gli altri candidati in qualunque forma.

(3) E proibito I'utilizzo di telefoni cellulari.

(4) Le parte facoltativa del primo esercizio non occorre per ragiungere il massimo
punteggio, ma contribuisce positivamente alla valutazioa della prova scritta.

Esercizio 1.Si consideri la funziong : R — R definita come
f(t) = (1+sint)e’ perognit € R.

Si studi I'esistenza e nel caso si determinino i limitifdsia pert — +oo, che per
t — —oo. Determinare 'immagine df, studiare I'esistenza di possibili massimi
o minimi globali e nel caso determinarli.

Facoltativo: Si studi la risolubilif del’equazionél + sint)e’ = X pert € R,
al variare diX in R. In particolare, cosa si gudire sul numero di soluzioni?

Soluzione.Abbiamo
|f(t)| < |1 +sintle’ < 2" — 0 per t— —oo,
pertanto per il teorema del confronto esiste il seguentgdim
lim f(¢t)=0.

t——00

Definendo le successiot)i = § + 2km e, = 37” + 2k7 abbiamo

f(tk;) = 2€tk e f(Tk;) =0
per ognik € N, pertantoklim f(ty) = 40 eklim f (1) = 0. Concludiamo che

f non ha limite pet — +oc.

Riguardo allimmagine dff, osserviamo ch& + sint > 0 ed anche! > 0 per
ognit € R, pertantof(¢) > 0 per ognit € R, quindi f(R) C [0, +00). Inoltre f
e continua ed (—37/2) = 0, pertanto l'intervallg0, 2¢'*] € contenuto inf (R).
Per il fatto chet;, — +oc e l'arbitrariet di &£ € N, abbiamo|0, +c0) C f(R),
quindi f(R) = [0,400). Pertantof & illimitata superiormente, quindi non ha
massimo globale, mentrer, al variare dik € Z sono tutti e soli i punti di
minimo globale perf.
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Esercizio 2. Consideriamo una restrizione didell’Esercizio 1. Precisamente
definiamog : [—7,27] — R, cong(t) = (1 + sint)e’ per—7 < ¢t < 2m.
Determinare tutti i punti di massimo e di minimo, sia locdiecglobali, per la
funzioneg, assieme agli intervalli di crescenza e decrescenza.

Suggerimento: Si studi il segno della funziong(t) = 1 4 cost + sint.

Soluzione.Calcolando la derivata dfi otteniamof’(t) = (t)e!, dove
@(t) = 1+ cost +sint.

Per studiare il segno ¢i abbiamo due modi possibili. Il primo consiste nell’utiléze
la formula di addizione del seno per avere

gp(t):1+\/§sin<t+g>,

da cui si po studiare del segno di. Un altro metodo consiste nello studio di
¢'(t) = cost — sint, cheé positiva se e solo sént < cost. Abbiamo quindi

¢'(t) = cost—sint >0 se te(—3n/4,7/4),

¢'(t) = cost—sint <0 se te(n/4,57/4),

O'(t) = 0 se te{-3mw/4,m/4,5m/4}.
Le precedenti relazioni si possono ottenere dalla defineigeometrica della
funzione seno e coseno. Riferendosi ad esempio alla detazione dellet
tali checost — sint > 0, un altro metodo consiste nell'imporre che la coppia

(cost,sint) stia nella regione del piand = {(x,y) : ¥y < x} come si realizza
dalla seguente figura.

Asse delley A =7

Asse dellex

a r}egioné tratteggiata ¢orrispdnde aII’%insieSlej; {(z,y) 1y <z}

_(3n
t =<

Abbiamo quindi che la funziong
(1) cresce strettamente [in37/4, 7/4],



(2) decresce strettamente|iry4, 57 /4],

(3) ha massimo globale in= = /4.
Dalla stretta crescenza ¢i otteniamo cheg = —x/2 & l'unico zero dip in
(—37/4,7/4). Dalla stretta decrescenza otteniamo ¢he = € l'unico zero
di ¢ in (w/4,57/4). Quindi possiamo tracciare un grafico qualitativo,dsu
[—3m /4, 57 /4].

Inoltre ¢ & periodica di periodo2e la lunghezza dell'intervallg-37 /4, 57 /4]
e 2w, pertanto possiamo estendere il suo grafico per periadioib a raggiungere
I'intervallo [—=, 27]. Nel seguente grafico di, la parte estesa per periodicé

tratteggiata.
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Dal segno della funziong deduciamo che e
(1) strettamente decrescentdr, —7/2],
(2) strettamente crescente[inr/2, 7|,

(3) strettamente decrescentdin3r/2],

(4) strettamente crescente|iir /2, 27|.

Deduciamo quindi cheg(—=/2) = 0 € un minimo locale di, g(7) = €™ e
un massimo locale dj e g(37/2) = 0 € un minimo locale dy. Agli estremi
abbiamog(—7) = e " e g(27) = ¢*". Concludiamo quindi che-7/2 e 37 /2
sono punti di minimo globale, dovwgesi annulla,;r € un punto di massimo locale
e 27 € il punto di massimo globale per

Il grafico qualitativo dig rappresentato nella pagina seguente riassume tutte le
informazioni sui massimi e minimi, locali e globali.
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Esercizio 3.Stabilire se l'integrale improprio

+oo
/ x cos(e™) dx
0

converge al variare di tra i numeri reali positivi, motivandone la risposta.

Soluzione.Con il cambio di variabilgy = ¢**, I'esistenza del limite di

b
/ x cos(e™) dx
0

perb — +oo, avendar = élog y, € equivalente all'esistenza del limite di

1 [Plogy
— cosy dy
a*J1 Yy
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per 3 — +oo, poicke 3 = e — 400 perb — +oo. Quindi l'integrale
Improprio dato converge se e solo se converge il seguergrale improprio

+00 1
(1) / 08y cosy dy .
1 Y

Integrando per parti, per ogfi> 1 abbiamo

s inf1 s 1—1
/ logy(smy),dy _ sinf ogﬁ_/ (Smy)( ;gy) dy
1 Yy B 1 )

p — 10
— o)~ | (Smm(ly#y)dy

per 3 — +oo. Pertanto, l'integrabild della funzionef(y) = (siny)%
in (1,4o00) implica che l'integrale (1) converge e quindi anche l'inmdg dato
converge per ognv > 0. Proviamo quindi tale integrabiditdi f su (1, +o0).
Studiamo la convergenza assoluta, considerandg pet le stime

g 1—1 f1 A1
/ ’(Siny)—( ;gy)‘dyg/ —Qdy+/ ‘Ongl dy .
1 Y 1 Y 1 Y

Il primo integrale della somma convergente. 1l secondo integrale converge in
qguanto

1
| Oy%y‘ =0y 3% per y— +oo.

Concludiamo quindi che l'integrale dato converge per egni 0.

Risoluzione della parte facoltativa dell’Esercizio 1 Poicke f(R) = [0, +00),
I'equaziong(1+sint)e’ = A ammette soluzione se e solo)se 0. Siaora > 0
e si considerino le successiapi= 7 + 2kT €1, = 37” + 2km conk intero non
negativo. Si osservi che < t,.1 e che per la continutdi f abbiamo

[f (7). f (1)) = [0,2€"9] € f([70, trsa]).

Poicte f(t;,1) = 2"+ — 400 perk — oo, esistek, € N, dipendente solo da
A, tale che per ognt > kj si hal < f(tx,1). Abbiamo quindi

A€ [0, f(trr1)] C f([7s trra])
per ognik > ky. Quindi esistgu;, € [y, tr11] tale che\ = f(uy), ovvero
(1 + sinpy)e!™ = \.
Poiche t;11 < 7141, gli intervalli |74, t;11] sono disgiunti, quindi tutti j;, sono
distinti. Ne segue che abbiamo infinite soluzioni.

Il seguente grafico qualitativo chiarisce intuitivameriigela per cui possiamo
aspettarci infinite soluzioni.
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