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Esercizio 1. Determinare al variare del parametro reale 3 il comportamento delle due
serie

(a) Jii 2fIn(m). () i <arctan <§> +1In (1 + %)) :

Soluzione.

(a) Sinota subito che se > 0 il termine della serie non va a 0 per cui la serie diverge.
Visto che nel termine a,, compaiono ’esponenziale di base 2 ed il logaritmo naturale in
base e, posso riscrivere il termine a,, come esponenziale in base e ottenendo

9Bn(n) _ eln(261n<n>) — P2 _ (eln(n))ﬁln@) — @)

Posto « = —f1n(2) si ha che a,, = 1/n“ e la serie da studiare & una serie armonica. E’
noto che essa converge se e solo se o > 1, ossia —f1n(2) > 1 ossia § < —1/1In(2).

(b) 11 termine a,, tende a zero per qualsiasi valore di 3, anche se per 5 < 0 non si puo
dire se la serie € a termini positivi. Si sviluppano quindi le funzioni arctan(¢) e In(1 + ¢)
in ¢t = 0 come arctan(t) =t + o(t?), In(1 +¢) =t — % + o(t?) e si ottiene che

I6] 1 3 9 1 8—3 9 1
w=nto() e tolm) = ot oln)
La serie in esame quindi € composta da una serie armonica divergente con fattore molti-
plicativo 8 — 3 ed una serie convergente. Si deduce che la serie converge se e solo se 8 = 3,
diverge a +00 se § > 3, a —o0 se [ < 3.




Esercizio 2. Determinare la soluzione generale dell’equazione differenziale
(1+ 23y (z) + zy(z) = (1 + 27"
Stabilire poi se la soluzione tale che y(0) = —1 ¢ una funzione limitata su R o meno.

Soluzione. Si tratta di un’equazione differenziale lineare del primo ordine:

N x 1
y'(r) = —1+x2y($)+m-

La soluzione v dell’eq. omogenea associata e

x 1 1 In (—1—) 1
— dr = —=In(1+2*)+c=In (—)—i—c:> v(x) =cde \Vie2) = —
/1+ac2 2 ( ) V14 a2 (@) V14 x?

Rimane poi da fare l'integrale

/ < 1 )1 1 J / 1 J
r= | ———=dx.
V1+ 22/ (14 22)?2 (14 22)3/2
Questo integrale ¢ espresso in potenza di v/1+ z2 e si puo fare con il cambio in seno
iperbolico = sinh(z), da cui e* =z + Va2 +1e

/S S S T
(1 4 x2)3/2 (cosh(z))?2 e?* +1 22+ 1
Rimoltiplicando per 'omogenea si ottiene la formula generale
_c x
y@%—-—1+xT
La soluzione tale che y(0) = —1 ¢ quella con ¢ = —1, ossia
_ Va2 + 1+
e P A

La funzione y sopra ¢ continua su tutto R ed ha limite zero a 0o per cui ¢ una funzione
limitata su R. Si puo fare anche 1'ulteriore maggiorazione

IV1+22+z| 142z
ly(z)| = < - <2
1+2 1+z




Esercizio 3. Data f(z) = e *l(2? + 21), definita per z € R
(1) determinarne eventuali asintoti, massimi e minimi locali/assoluti;
(2) determinare le zone in cui f & convessa;
(3) calcolarne l'integrale su [—2, 1];
(4) determinare poi per quali § € R 'equazione f(x) = ( ha soluzione.
Soluzione.
(1) La f ¢ continua su R e derivabile infinite volte su R\ {0} e si ha

fa) = {e‘x(:;2+2x) I>O’ f(x) = {e‘x(z—ﬁ) x>0.
e“(z*+2z) <0 e(x*+4r+2) <0
In particolare, dato che JL%L fllx) =2= ml_igl_ f'(x), f & derivabile anche in x = 0 con
derivata f'(0) = 2. Si calcola subito che f/(x) = 0 su (0, 400) se e solo se = /2 ed &
positiva per 0 < z < v/2 e negativa per x > /2. Per quanto riguarda I'intervallo (—oo0, 0),
f'(z) =0 se esolose x = —24+/2, ed & negativa per —2 — /2 < x < —2+ /2 e positiva
per x < —2 — \/§ oppure per —2 + \/5 < x < 0. Ne deriva che i punti —2 — \/5, \/5 sSono
di massimo locale ed il punto —2 + +/2 ¢ un punto di minimo locale.
Per quanto riguarda gli asintoti, 1'unica possibilita ¢ che siano a + £ oo. Si ha

lim _f(x)=0=lm_f(z)

T—>+400
da cui si deduce che la retta y = 0 ¢ asintoto per f a Foo.

Dato che lim, 4o f(z) = 0 ed f(=2 4+ v/2) = 2(1 — v/2)e 22 < 0 questo ultimo
valore ¢ anche il minimo assoluto di f. Mentre il massimo assoluto di f e il piu grande
tra i due massimi locali, ciod f(v/2) = 2(1 + v2)e V2 (da —v2 > —2 — /2 deriva
FW2) > f(=2 = VB) = 21+ VB)e )

(2) La funzione f ¢ derivabile due volte sugli intervalli (—o0,0) e (0, +00) e

e (z?—2x—-2) >0
? f”(‘x> = 2 :
e’ (z*+6x+6) <0
Si calcola subito che f”(z) > 0 solo sugli intervalli (—oo, —3 — /3], [=3 +/3,0] e [1 +
V/3,4+00). Da qui si deduce subito che f ¢ convessa su tali intervalli.
(3) Si procede separando gli integrali

1 -1 E
/ e (22 + 20) da = / e* (2% + 2) da + / ™" (2? 4 2z) dx.
-2 —2 -1
Usando il fatto che e~1®l22 ¢ pari e che e~1#122 ¢ dispari si ha
1 ~1 0
/ e*\x|<$2 +2z) dx = / e (2% + 2x) do + 2/ e"2? dx.
—92 -2 -1

Ci si limita quindi ad integrare per parti e*z? e e*2x e si ha
/e’”x2dx:e’”(:v2—2x+2)—|—c, /e"”2xdxze"”(2x—2)+c

da cui si calcola



1
/ e 1ol (2? + 22) do = e®(2® — 22 + 2)| 5 + 2e° (22 — 2)|°, =4 — 97! — 4e 2,
-2

(4) L’equazione f(x) = 8 ha soluzione se e solo se € I'm(f). Dal punto (1) si ha
Im(f) = [min f, max f] per cui f(z) = § ha soluzione se e solo se 2(1 —/2)e 2tV2 < g <
2(1 4 v/2)e V2,



