Prima prova in Itinere Ist. Mat. 1, Prima parte, Tema PIPPO
24 aprile 2017

| COGNOME: | NOME: | MATR..

1) Una primitiva di z°e2*° &
A: e (22% — 1); B: (225 — 1) — T; C: Le?®(22% 4+ 1)

12
D: %62903(2]33 — 1) +VT; E: N.A.

2) 1l valore dell'integrale [ @ sin(xz) dx &

A:m B:2 ; C:0; D: 7/2; E: N.A.
Sz + 10
3) L’integrale indefinit ——————dx ¢
) L’integrale inde nlo/x2+4:c+5 T e

2 5 1
A: gln(x2+2x+5)—|—c; B: 51n(a:2+4x+5)+c; C: §1n(a:2+4x+5)+c;

2
E: N.A.; D: ¥ In(z® + 4z +5) + c.
4) Tl volume del solido di rotazione int. all’asse z del sottografico di vz3, z € [0,3] ¢
18 5 18v/3 18v/3
A —m; B: —m; C: —\/_7?2; D: \/_7?; E: N.A.
5 3 5 5
5) Il limite per ¢ — +o0o della soluzione di v’ = —u?t3 tale che u(1) = —1 vale

A: +oo; B: —o0; C: N.A. D: —2; E: 1.

6) La funzione |z — 2| 4 3, definita per « € [0,4] &
A: crescente; B: N.A.; C:integrabile; D: discontinua ; E: derivabile.

7) L’equazione differenziale v’ = sin(x)u + 2*
A: ha un’unica soluzione definita su R; B: non ha soluzioni; C: N.A;
D: ammette soluzioni non definite su tutto R ; E: ammette infinite soluzioni.

—x

8) La derivata di F(z) = / cos(t?) dt &
1
A:N.A; B:cos(z?); C:—sin(z?) D:—cos(z?); E: —cos(—z).

RISPOSTE D | A | B | D | D | C | E |D




Prima prova in Itinere Ist. Mat. 1, Prima parte, Tema PAPERINO
24 aprile 2017

| COGNOME: | NOME: MATR.:

1) 11 valore dell’integrale [ sin(z + m/2)dx &

A B:—-2; C:0; D: 7/2; E: N.A.
2) L’integrale indefinit > dx ¢
integrale indefinito | ——— dx
& 2+ 4x+5
5 5
A: 5In(2? + 4z + 5) + ¢ B: 3 In(z? 4+ 42 +5) + ¢ C: 3 arctan(z + 2) + ¢
E: N.A.; D: 5arctan(z + 2) + c.

3) Una primitiva di 4252’ ¢
A: %62’”3(2x3 — 1) +V/5; B: 4% (22° — 1) — 1; C: %e2m3(2x3 +1)
D: 4¢*°(22% — 1); E: N.A.

4) 11 volume del solido di rotazione int. all’asse 2 del sottografico di V2, z € [0,2] &
A 2v/2 12 3

- T, B: 7; C: 77‘('2; D: gw; E: N.A.
5) 11 limite per t — +oo della soluzione di v/ = —u?t~* tale che u(1) = —1 vale:
1
A: 1, B: —o0; C: N.A. D: —g; E: 3

6) La funzione 1 — |2z + 1|, definita per z € [-3,0] &
A: crescente; B: N.A.; C:integrabile; D: positiva ; E: derivabile.

7) L’equazione differenziale u' = sin(z?)u — 3% con condizione iniziale u(0) = 1
A: ha un’unica soluzione definita su R; B: non ha soluzioni; C: N.A;
D: ammette soluzioni non definite su tutto R ;  E: ammette infinite soluzioni.

1
8) La derivata di F(z) = / cos(t?) dt &
2z
A:N.A;  B: —cos(4z?); C: —2sin(z?) D: —2cos(z?); E: —cos(z).

RISPOSTE| B | D | A | E | D|C | A |A




Prima prova in Itinere Ist. Mat. 1, Prima parte, Tema TOPOLINO
24 aprile 2017

| COGNOME: | NOME: MATR.:

1) 11 valore dell’integrale [ (x4 1) cos(x)dx &

A -2 B:2; C:0; D: 7/2; E: N.A.
9) L'integrale indefinit S dve
integrale indefinito [ ————dz
2 3
A: 3 In(z? — 4z +5) + ¢ B: In(2? — 42 +5) + ¢; C: 2 arctan(z — 2) + ¢;
E: N.A.; D: 3In(x — 2) +c.

3) Il volume del solido di rotazione int. all’asse x del sottografico di /z, z € [0,2] &

WE o 0

A —m; B: -, T, D: 3m; E: N.A.

) 3 3
4) Tl limite per t — +o0 della soluzione di v’ = —u*~3 tale che u(1) = 1 vale
A: +oo; B: %; C: N.A. D: —2; E: 1.

5) Una primitiva di 3z ¢
A: 3¢ (223 — 1); B: 3¢%*°(22° — 1) 4 9; C:

D: %1629”3(2353 — 1) + V2 E: N.A.

%6213 (223 + 1)

6) La funzione 2 — |1 — 2x|, definita per x € [—1,3] &
A: integrabile; B: N.A.; C: decrescente; D: discontinua ; E: derivabile.

7) L’equazione differenziale v’ = x cos(z)u + €, con condizione iniziale u(0) = 4
A: ha un’unica soluzione definita su R; B: non ha soluzioni; C: N.A;
D: ammette soluzioni non definite su tutto R ; E: ammette infinite soluzioni.

2z
8) La derivata di F(x) = / cos(t?) dt ¢
1
A:N.A;  B:2cos(22?); C:2sin(22?) D: 2cos(4x?);  E: cos(4x).

RISPOSTE| A | E | C | B | D | A | A |D




Prima prova in Itinere Ist. Mat. 1, Prima parte, Tema PLUTO
24 aprile 2017

| COGNOME: | NOME: MATR.

1) 11 valore dell’integrale [ (x + 1)sin(x)dx &

A: 27 ; B:2 ; C:0; D: m; E: N.A.
3z — 6
2) L’integrale indefinito /#M dx e
2 1 3
A: gln(x2—2x+5)+c; B: éln(x2—4x+5)+c; C: 5111(#—41:—1—5)—1—0;
2
E:N.A.; D: 3 In(z? — 4z + 5) + c.
3) 11 volume del solido di rotazione int. all’asse z del sottografico di Va3, z € [0,1] &
11 12
A —m; B: —m; C: m; D: i7r; E: N.A.
) ) 11
4) Tl limite per t — +oo della soluzione di v’ = —u?t~3 tale che u(1) = —2 vale

A: +oo; B: —o0; C: N.A. D: —2; E: 1.

5) La funzione 1 — |z|, definita per z € [—1,3] &
A: crescente; B: N.A.; C: derivabile; D: discontinua ; E: integrabile.

6) L’equazione differenziale v’ = x2 cos(x)u — 5z, con condizione iniziale u(0) = 0
A: ha un’unica soluzione definita su R; B: non ha soluzioni; C: N.A;
D: ammette soluzioni non definite su tutto R ;  E: ammette infinite soluzioni.

7) Una primitiva di 22°€2*" &

A: 2e27° (223 — 1); B: 22 (225 — 1) — 7; C:

D: %€2$3(21‘3 — 1) +/5; E: N.A.

1e27°(22° +1)

1
8) La derivata di F(z) = / cos(t?) dt &

A:N.A; B: —Cos(xz);m C: sin(z?)  D: cos(z?); E: cos(z).

RISPOSTE| E | C | D | B | E | A | D B




Compito di Istituzioni di Matematica 1
Seconda parte, Tema A
24 aprile 2017

COGNOME: | NOME: MATR.:

Esercizio 1. Calcolare il seguente integrale indefinito:

/ cos’ x p
—— Y dx
(sinz + 2)?

e calcolare l'area di grafico compresa tra la funzione f(z) = e |z — 2| + 3 e g(z) =
3

cos® x trale 3

—————— per x compreso tra 1 e 3.

(sinx 4 2)? P P

Risoluzione.

Usando l'identita cos?(z) = 1 — sin®(z) e la sostituzione sin(x) = ¢ si ottiene

cos® x sin(z)=t 1—t2
—d = ——dt
/(Sinx—i—2)2 ‘ /(t+2)2 ’

1— ¢ cos®
vale a dire, se F'(t) ¢ una primitiva di

m, una prlmltlva di m si ottiene
come F'(sin(z)).
Facendo la divisione tra 1 —t? e (t +2)2 =t* +4t +4sihal—t? = —(t +2)*+ 4t +5 da
cui
1—t? 4t + 8 3 3
= [ (1 - Yt = —t+4m(lt+2) + - +e
/(t+2)2 / TR PR TaDe Fa( 2]+ e

Ne deriva

cos® x 3
——————dx = —si 4 In(si 2)+ ———+ec.
/ inz 1 2)° T sin(z) + 4 In(sin(x) + 2) + Sin(z) + 2 +c

3

L’area compresa tra i grafici delle funzioni fe g ¢ uguale a / |f(x) — g(x)| dx. Dato che
1

f(z) >3 eg(r) <1,siha f(x) > g(x) per ogni x € [1,3] e si ottiene

aren= [ 170) - it = [ rwyac - [ gwya

Da quanto visto sopra

/13g(x) dxr =sin(1) — sin(3) + 41n (

sin(3) + 2) sin(1) — sin(3)
sin(1) 4 2 (sin(3) + 2)(sin(1) + 2)

3 3 2
/ e fle—2|dx = / e (z—2) dx—/ e (x—2)dr = e “(1—z)[5—e “(1—2)|7 = 2(e 2—e?).
1 2 1



Esercizio 2. Discutere la convergenza o meno del seguente integrale generalizzato, gius-
tificando le proprie affermazioni in base ai criteri studiati.

0 1
/0 f(z)dz

—+00

f(z)dx

(2)

1
In(1 + z)

————~sinx.
25/2

dove, in entrambi i casi, f(x) =

Risoluzione.

(1) La funzione f(z) = M

sin(x) e positiva e continua su (0, 1) ma non ¢ limitata

5/2
x
per cui e necessario discutere se € integrabile in senso generalizzato su (0,1). Si ha
. [z
lim (z) =1,
z—0+ x_1/2

da cui, per il criterio del confronto visto a lezione, fol f(z)dz esiste finito se e solo se esiste
finito f01 \/LE dx (infatti dal limite sopra = 1 si deduce che esistono due costanti positive
0 < ¢ < ¢y tali che c;z7/2 < f(x) < cz™?). Dato che \/LE ¢ integrabile in senso
generalizzato su (0, 1) anche f lo e.

In(1
(2) La funzione f(z) = n(5——/|—23:)
x
itato (1, 4+00). Si puo intanto vedere se | f| € integrabile in senso generalizzato su (1, +00)
utilizzando anche stavolta il criterio del confronto. Si ha

In(1
0< lim M < lim M
T——+00 3372 Tr——400 ,1'1/2

sin(x) & continua ma non e positiva sull’intervallo illim-

=0,

da cui si deduce che esiste una costante positiva 0 < ¢ tale che |f(z)| < cx™2. Dato che

1
—; ¢ integrabile in senso generalizzato su (1, +oc) anche |f| lo ¢ e, usando il criterio di
x

assoluta integrabilita visto a lezione, si ha che anche f ¢ integrabile in senso generalizzato
su (1,400).



Esercizio 3. Calcolare la soluzione del seguente problema di Cauchy
u'(t) — 2u(t) = e 'sint, u(0) = a.
e dimostrare che esiste un numero reale ag con questa proprieta:

(1) per a < oy la soluzione tende a —oco quando t — +00;
(2) per a = oy la soluzione ha limite finito quando t — +o0;
(3) per @ > ap la soluzione tende a +0o quando ¢ — +o0.

Risoluzione.
e*v(t) dove v &

Le soluzioni dell’equazione differenziale sopra sono date da w(t)
I'integrale indefinito

Si calcola integrando per parti
—3t

/e_St sin(t) dt = _T(B sin(t) + cos(t)) + ¢,

da cui
—3¢

u(t) = 62t< — 61—0(3 sin(t) + cos(t)) + c).

Imponendo u(0) = « si ha

ult) = —61—0(3 sin(t) + cos(t)) + (a + E)e%.
Poiché .
. e .
tLleroo —1—0(3 sin(t) + cos(t)) =0,
si deduce
+o0 a>—%
i — — _ 1
tE-I—moo 'Lb(t) B O &= 10
—0 a< -1
1
e g = ———.

10






Compito di Istituzioni di Matematica 1
Seconda parte, Tema B
24 aprile 2017

COGNOME: | NOME: MATR.:

Esercizio 1. Calcolare il seguente integrale indefinito:

sin® =
——dx
/ (cosx + 3)2
e calcolare l'area di grafico compresa tra la funzione f(z) = e*|z + 2|+ 3 e g(z) =
3

sin” x ¢ 5 .

——————— per z compreso tra —3 e —1.

(cosx + 3)? P P

Risoluzione.

Usando l'identita 1 — cos?(z) = sin®(z) e la sostituzione cos(x) = t si ottiene

.3 2
COS(x )= t - 1
/ sin"z (2)=t / .
(cosz + 3)? (t+3)2
t2—1 sin® z

———, una primitiva di —— — si ottiene
(32 P

vale a dire, se F'(t) € una primitiva di
(®) P (cosz + 3)2

come F(cos(x)).
Facendo la divisione tra t* — 1 e (t +3)> =t*+ 6t +9sihat* — 1= (t+3)* — 6t — 10 da

Ccul
?—1 6t + 18 8 8
T = (1— )dt:t—61 t3)— —— te
/(t+3)2 / (132 (1437 nlt+3) =g e
Ne deriva
[ o e = costa) ~ Gm(eos(a) +3) ~ St
— A = COS\T) — Nn{COS\(T e C.
(cosx + 3)? cos(x) + 3

-1

L’area compresa tra i grafici delle funzioni fe ¢ € uguale a / |f(z) — g(x)| dz. Dato
3

che f(z) >3 e g(x) <1,siha f(x) > g(z) per ogni x € [—3, —1] e si ottiene

area= [ 1@ —g@le= [ s~ [ g

3 3
Da quanto visto sopra

/_1 g(x)dx = cos(1) — cos(3) + 61n (

3

cos(3) + 3) cos(1) — cos(3)
cos(1) +3 (cos(3) 4 3)(cos(1) + 3)

-1 -1 -2
/ e’|lz+2| dx = / e’ (x—2) d:v—/ e " (1—2) dr = e"(x+1)| 5—e" (x+1)| 73 = 2(e ?—e7?).

3 2 3



Esercizio 2. Discutere la convergenza o meno del seguente integrale generalizzato, gius-
tificando le proprie affermazioni in base ai criteri studiati.

0 1
/0 f(z)dz

—+00

f(z)dx

(2)

1
In(1 + z)

———=sinzx.
2772

dove, in entrambi i casi, f(x) =

Risoluzione.

(1) La funzione f(z) = M

sin(x) e positiva e continua su (0, 1) ma non ¢ limitata

7/2
x
per cui e necessario discutere se € integrabile in senso generalizzato su (0,1). Si ha
. [z
lim (z) =1,
z—0+ x_3/2

da cui, per il criterio del confronto visto a lezione, fol f(z)dz esiste finito se e solo se esiste
finito f01 \/LE dx (infatti dal limite sopra = 1 si deduce che esistono due costanti positive
0 < c1 < ¢y tali che ;2732 < f(x) < cz7%/2). Dato che \/%;3 non ¢ integrabile in senso
generalizzato su (0, 1) neanche f lo ¢, vale a dire

/01 f(z)dx = 4o0.

In(1

(2) La funzione f(z) = D(T;;I)
x

itato (1, +00). Si puo intanto vedere se | f| € integrabile in senso generalizzato su (1, +00)

utilizzando anche stavolta il criterio del confronto. Si ha

In(1
0< lim M < lim M
T——+00 1’_2 T—~+00 1‘3/2

sin(x) & continua ma non e positiva sull’intervallo illim-

=0,

da cui si deduce che esiste una costante positiva 0 < ¢ tale che |f(z)| < cx™2. Dato che

1
— ¢ integrabile in senso generalizzato su (1, +oc) anche [f] lo ¢ e, usando il criterio di
x

assoluta integrabilita visto a lezione, si ha che anche f e integrabile in senso generalizzato
su (1,400).



Esercizio 3. Calcolare la soluzione del seguente problema di Cauchy
u'(t) + 2u(t) = €' cost, u(0) = a.
e dimostrare che esiste un numero reale ag con questa proprieta:

(1) per a < oy la soluzione tende a —oco quando t — —o0;
(2) per a = oy la soluzione ha limite finito quando ¢t — —oc;
(3) per @ > ayp la soluzione tende a +0o quando t — —oc.

Risoluzione.
Le soluzioni dell’equazione differenziale sopra sono date da u(t) = e *wv(t) dove v &
I'integrale indefinito

v(t) = / 3 cos(t) dt.

Si calcola integrando per parti
3t
/egt cos(t) dt = i—o(sin(t) + 3cos(t)) + ¢,

da cui
3t

u(t) = e (i—o(sin(zﬁ) + 3cos(t)) + c).

Imponendo u(0) = « si ha
t

u(t) = 6—(sin(t) + 3cos(t)) + <a — 3)e%.

10 10
Poiché .
. € .
tLuLnoo 1—O(sm(t) + 3cos(t)) =0,
si deduce
3
+o0 o > 10
. _ _ 3
Jim u(t) =<0 a =35
-0 a<
o 3
ap = —.
"7 10






