Compito di Istituzioni di Matematica 1
Prima parte, Tema ALFA
6 settembre 2017

| COGNOME: | NOME: | MATR.

1) L’applicazione lineare f : R® — R? data da
flz,y,2) =(xr —kz,3x + 2y + z, 2+ 2,20+ y + 2)
e iniettiva
A: sempre; B: mai; C: per k # —1 D: per k #£ 0; E: N.A.

2) I vettori v = (2,2,\, —1) e w = (A, 1, A, 1) sono ortogonali:
A: sempre; B: per A = #‘5’ ; C:N.A.; D: per nessun A € R; E: per A = —1.

3) La funzione y =1 — e~ definita per € R ¢
A: iniettiva; B: limitata; C: convessa; D: N.A.; E: concava.

4) La derivata della funzione cos(w cos(sin(z))) in = = 0 ¢ uguale a
A —7/2; B: 7 C: 0; D: —1; E: N.A.

5) Tirando 3 volte di seguito un dado a 6 facce quanti sono i casi in cui si ottengono

tre valori tutti diversi tra loro:
A: 120; B: 216; C: N.A. D: 20; E: 6.

6) L’equazione 2% = —8
A: ha infinite soluzioni; B: N.A.; C: non ha soluzioni reali;
D: ha due soluzioni con parte reale 1; E: ha una soluzione con parte reale v/3 .

1

x
-1 \/J}4+1
A:0; B: —1; C:1/2; D: 1; E: N.A.

7) 11 valore dell’integrale dx e

8) Il dominio della funzione f(x) = In(z? — 3) & dato dagli = tali che
Az <3 Biz>-—V3 C: |x|<\/§ D: |x|>\/§; E: N.A.

RISPOSTE C | E | B| C | A | D | A | D




Compito di Istituzioni di Matematica 1
Prima parte, Tema BETA
6 settembre 2017

| COGNOME: | NOME: | MATR.:

1) L’applicazione lineare f : R® — R* data da
flz,y,2) = (x —kz,3x + 2y + 2z, + 2,22 + y + 22)
e iniettiva

A: sempre; B: mai; C: per k # —1 D: per k #£ 0; E: N.A.

2) I vettori v = (1,2,\, —1) e w = (A, 1, A, 1) sono ortogonali:
A: sempre; B: per A = #‘5’ ; C:N.A.; D: per nessun A\ € R; E: per A = +/—3.

3) La funzione y = e~ definita per z € R ¢
A: convessa; B: concava; C: limitata; d: N.A.; E: iniettiva.

4) La derivata della funzione sin(7 cos(sin(z))) in # = 0 ¢ uguale a
A: —m; B: 0; C: 1; D: —7/2; E: N.A.

5) Tirando 4 volte di seguito un dado a 6 facce quanti sono i casi in cui si ottengono

quattro valori tutti diversi tra loro:
A: 20; B: 360; C: N.A. D: 15; E: 6.

6) L’equazione 2® = 8
A: ha infinite soluzioni; B: N.A.; C: non ha soluzioni reali;
D: ha due soluzioni con parte reale 1; E: ha una soluzione con parte reale v/3 .

w/4
7) 11 valore dell’integrale / ( cos(x) dz &
0

sin(z) + 1)2
A 2(vV2+1); B:vV2+1; C:1/2; D: N.A,; E:v2-1

8) I dominio della funzione f(z) = In(2 — %) ¢ dato dagli z tali che
Az < V2 B:z > —V2 C: |z| < V2 D: |z| > V/2; E: N.A.

RISPOSTE, A | D | C | B | B | B | E | C




Compito di Istituzioni di Matematica 1
Prima parte, Tema GAMMA
6 settembre 2017

| COGNOME: | NOME: | MATR.

1) L’applicazione lineare f : R® — R? data da
flz,y,2) =(xr —kz,3x + 2y + z, 2+ 2,20+ y + 2)
e iniettiva
A: sempre; B: mai; C: per k # —1 D: per k #£ 0; E: N.A.

2) I vettori v = (1,2,\, —1) e w = (A, 1, A, 1) sono ortogonali:
A: sempre; B: per A = #‘5’ ; C:N.A.; D: pernessun A € R; E: per A = /—3.

3) La funzione y = e~*" definita per z € R ¢
A: convessa; B: concava; C: limitata; d: N.A.; E: iniettiva.

4) La derivata della funzione cos(m cos(sin(z))) in = = 0 ¢ uguale a
A: —7/2; B: 7 C: 0; D: —1; E: N.A.

5) Tirando 3 volte di seguito un dado a 6 facce quanti sono i casi in cui si ottengono

tre valori tutti diversi tra loro:
A:20; B:6; C:N.A. D:120; E: 216.

6) L’equazione 2% = —8
A: ha infinite soluzioni; B: N.A.; C: non ha soluzioni reali;
D: ha due soluzioni con parte reale 1; E: ha una soluzione con parte reale v/3 .

1

x
-1 \/J}4+1
A:0; B: —1; C:1/2; D: 1; E: N.A.

7) 11 valore dell’integrale dx e

8) Il dominio della funzione f(x) = In(2 — 2?) & dato dagli = tali che
Az < V2 B:z > —/2 C: |z| < V2 D: |z| > V2 E: N.A.

RISPOSTE, C | D | C | C | D | D | A | C




Compito di Istituzioni di Matematica 1
Prima parte, Tema DELTA
6 settembre 2017

| COGNOME: | NOME: | MATR.:

1) L’applicazione lineare f : R® — R* data da
flz,y,2) = (x —kz,3x + 2y + 2z, + 2,22 + y + 22)
e iniettiva

A: sempre; B: mai; C: per k # —1 D: per k #£ 0; E: N.A.

2) I vettori v = (2,2,\, —1) e w = (A, 1, A, 1) sono ortogonali:
A: sempre; B: per A = #‘5’ ; C:N.A.; D: per nessun A € R; E: per A = —1.

3) La funzione y =1 — e~ definita per € R ¢
A: iniettiva; B: limitata; C: convessa; D: N.A.; E: concava.

4) La derivata della funzione sin(7 cos(sin(z))) in # = 0 ¢ uguale a
A: —m B: 0; C: 1; D: —7/2; E: N.A.

5) Tirando 4 volte di seguito un dado a 6 facce quanti sono i casi in cui si ottengono

quattro valori tutti diversi tra loro:
A: 20; B: 6; C: 15; D: N.A; E: 360.

6) L’equazione 2® = 8
A: ha infinite soluzioni; B: N.A.; C: non ha soluzioni reali;
D: ha due soluzioni con parte reale 1; E: ha una soluzione con parte reale v/3 .

w/4
7) 11 valore dell’integrale / ( cos(x) dz &
0

sin(z) + 1)2
A 2(vV2+1); B:vV2+1; C:1/2; D: N.A,; E: v2—1.

8) I dominio della funzione f(x) = In(z* — 3) ¢ dato dagli z tali che
Ax <3 Bix>-—V3 Cilr|<v3 D:lz| >3 E:NA.

RISPOSTE, A | E | B| B | E | B | E D




Compito di Istituzioni di Matematica 1-Seconda parte, Tema A
6 settembre 2017

COGNOME: NOME: MATR.:

Esercizio 1.
Al variare di t € R consideriamo I'applicazione lineare f, : R* — R3:

il 31’1 + 51’2 + 21’3 + 4.174

; — Ty + 3o + (t+ )2y

x3 Ty + 229 + x5 + (t + 3)14
4

(1) Scrivere la matrice M, associata ad f e calcolarne il rango al variare di ¢;
(2) calcolare la dimensione del nucleo di f; e dell'immagine di f;;
(3) al variare di ¢ dire se esistono e quante sono le soluzioni dell’equazione

I 1

fi 2 = 1 )
T3 O
Ty

(4) trovare lo spazio delle soluzioni per ’equazione sopra nel caso t = 1.

Soluzione:

(1) La matrice associata M, ¢ la seguente:

La seconda colonna ¢ uguale alla somma della prima e della terza. Quindi il rango
di M, e uguale al rango della matrice

3 2 4
1 0 t+1
11 t+3
dove le prime due colonne sono linearmente indipendenti, quindi il rango ¢ sempre
almeno 2. Il determinante di quest’ultima matrice ¢ —=3(¢t+1)—2-2+4 = —3t—3.
Quindi il rango di M; e 3 pert # —1 e 2 per t = —1.
(2) La dimensione dell'immagine di f; € 3 per t # —1 e 2 per t = —1. Di conseguenza

per la formula della dimensione il nucleo ha dimensione 4 —3 = 1 per t # —1 e
4—-2=2pert=—1.



(3)

1
Per t # —1 limmagine di f; & tutto lo spazio R?® e quindi il vettore v = | 1
0

e sicuramente nell’immagine e poiché il nucleo ha dimensione 1 il sistema ha oo
soluzioni.

Per t = —1 la quarta colonna di M, e dipendente dalle prima e dalla terza e la
matrice

3 21
1 01
110

fatta con la prima e la terza colonna di M; e con il vettore v ha determinante 0 (si
vede anche che la prima colonna & la somma di seconda e terza); dunque il sistema

ha soluzione anche in questo caso; in particolare per t = —1 l'equazione data ha
00? soluzioni.
3 2 4
Per t = 1 per trovare una soluzione particolare invertiamo la matrice A= | 1 0 2
11 4
2 4 —4
e otteniamo A~! = % 2 -8 2 e dunque, poiché
-1 1 2
2 4 —4
1 1
A7 v = 6 2 -8 2 1]1=111,
-1 1 2 0

visto che la matrice A era ottenuta da M; cancellando la seconda colonna, una
soluzione particolare dell’equazione ¢ data dal vettore

S = O =

Il nucleo di M; e generato dal vettore

e dunque una soluzione genenerica dell’equazione ¢ della forma

1
-1

1
0

i
I
0



Esercizio 2.
x x

(a) Trovare tutte le soluzioni dell’equazione differenziale 3’ + o Y + CESE =0;
(b) Determinare poi la soluzione tale che hrf zy(x) = 1.
T—+00
Soluzione: .

(a) L’equazione omogenea v' +

v = 0 ha soluzione v(z) = ce—(1/2In(=?+1) &
al variare di ¢ € R. Rimane da trovare una soluzione particolare dell’equazione della forma

y = wv. La funzione incognita u deve risolvere v’ = —L; scegliendo ad esempio
v(z? 4 1)2
la soluzione dell’omogenea v relativa a ¢ = 1 si ottiene I'equazione u' = SR
v(z? 4+ 1)?

Y Integrando si ha u(z) ! L dacuiy(e) = —— 1.
————. Integrando si ha u(x) = = acuiy(lr) =———. La
($2 + 1)3/2 8 (:U2 + 1)1/2 /xQ i 1’ Yy 72 +1

soluzione generale ¢ data quindi da
(z) 1 n c
x) = :
Y 224+1 2 +1
(b) Si ha che
. X T
lim ——— =0, im — =
x—+oo x4 + 1 T—+00 4/ 12 +1
da cui
lim zy(z) = lim —— + lim R
T—+00 y zo4oo 2 + 1 r—4oo /2 + 1 k

si ottiene che lim zy(x) = 1 per ¢ = 1 e la soluzione cercata &
T——+00

1 1

+ )
224+1 a2 +1

y(z) =



Esercizio 3.
(1) Trovare una primitiva della funzione f(z) = v/4 — 22 che in x = —1 valga 2v/2;
(2) Determinare I’area della porzione di piano delimitata dal grafico delle funzioni
vVe+4+3
f(x)eg(z) =
(Vz+4—1)(x—5)

Soluzione: (1) Integrando per parti si ha
2

—4+4— 22
/\/4—x2dx:x\/4—x2+/bdxzxvél—ﬂ—/ﬁdx

4
:x\/4—x2+/\/ﬁd9€—/\/4—x2dw
—x

ristrette agli x € [0, 2].

da cui

4
2 / V4 —x?dr = xV4 — 2? + / dx = (sostituendo x = 2y)

Vi
4
=axV4— 2%+ / ﬁdy = 2V4 — 22 + 4arcsin(y) + ¢,
-y
/\/4 —22dr = 3\/4 — 22 + 2arcsin <§> + costante = F.(x)
V3

Imponendo che F.(—1) = 2/2 si ottiene il valore della costante 2v/2 4+ ~—- + %, ossia

2
3
3\/4 — 22 + 2 arcsin <§> + 22 + \/7_ + % e la primitiva cercata.

(2) Si verifica facilmente che f(z) > 0 e g(x) < 0 sull’intervallo x € [0, 2] per cui si ha
f(x) > g(z) e area cercata si ottiene come fOQ(f(x) —¢g(z))dz. Siha che f02 fx)de =7
(si puo usare la primitiva sopra o il fatto che si tratta dell’area di un quarto di cerchio
di raggio 2). Rimane da integrare g(x) con il cambio di variabile vz +4 = z da cui

r+4=2%edr=2zdz.

vr+4+3 B (2 +3)2z2 L 2z z
/(\/x+4—1)(:v—5)dx_/(z—l)(z2—9)d _/(2—1)(2—3)d'

Poiché
2z 3 1

(z—=1)(z=3) (2=3) (2—1)

Vr+4+3 5 .
/(\/JJ—M—l)(x—S)dx:/<(Z_3)_(Z_l)>dz:

=3In(]z—=3|]) —In(lz = 1)) +c=3In(|Ve +4—-3|) —In(|vVz +4 —1|) +c

Sostituendo
> Vr+4+3 B 3-V6
/()(\/x——kél—l)(x—f))dx_?)ln( g )—ln(\/é—l)

si ha

e Parea risulta

A:7r+31n< >+ln(\/6—1).

5
3-6



Esercizio 4. Determinare i numeri complessi soluzione dell’equazione
(|2)* +22° + 4z + 1)(2° + 8) = 0.
Soluzione: Il polinomio si annulla se € nullo uno dei suoi fattori. Quindi dobbiamo
avere
|2 +222+42+1=0
oppure
2> +8=0.
Il primo fattore si puo riscrivere ponendo z = x + iy con z,y € R. Quindi
|22 + 2224+ 42 +1=
= 2% +y? + 227 — 2y + divy + 4z — diy + 1
Possiamo vedere quando si annulla ponendo a zero separatamente la parte reale e la parte
immaginaria, quindi abbiamo:
22+ + 222 -2 +4x+1=0
4oy — 4y =0
La seconda equazione si annulla per y = 0 o per z = 1. Per y = 0 dalla prima equazione
otteniamo:
327 +42+1=0

e quindi z = —2/3 + 1/3. Per z = 1 dalla prima equazione otteniamo:
Y’ =8

ovvero y = 4+/8. Gli zeri del primo fattore sono dunque: z = —2/341/3 e z = 1 £i2y/2.
Il secondo fattore ha cinque zeri, dati dalle cinque radici quinte di —8. Tali radici

T 2km ooym 2km
e = V8 (cos (5 +557) i (5 57))

SOono

per k=0,...,4.



Compito di Istituzioni di Matematica 1-Seconda parte, Tema B
6 settembre 2017

COGNOME: NOME: | MATR.:

Esercizio 1. Al variare di t € R consideriamo 'applicazione lineare f, : R* — R3:

T

xl Ty + 33+ (t+ 2)74

; —> 3x1 + 229 + dw3 + 4y

;’ T+ 29+ 203+ (t+4)2y
4

(1) Scrivere la matrice M; associata ad f e calcolarne il rango al variare di ¢;
(2) calcolare la dimensione del nucleo di f; e dell'immagine di f;;
(3) al variare di ¢ dire se esistono e quante sono le soluzioni dell’equazione

- 1
It xz = 1 ;
3 2
Xy

(4) trovare lo spazio delle soluzioni dell’equazione sopra per t = 0.

Soluzione:
(1) La matrice associata M; ¢ la seguente:
101 t+2

32 5 4
11 2 t+4

La terza colonna ¢ uguale alla somma della prima e della seconda. Quindi il rango

di M, e uguale al rango della matrice

1 0 t+2
3 2 4
1 1 t+4

dove le prime due colonne sono linearmente indipendenti, quindi il rango ¢ sempre
almeno 2. Il determinante di quest’ultima matrice ¢ 2t +4+t+2 = 3t +6. Quindi

il rango di M; ¢ 3 pert # —2 e 2 per t = —2.

(2) La dimensione dell'immagine di f; € 3 per t # —2 e 2 per t = —2. Di conseguenza

per la formula della dimensione il nucleo ha dimensione 4 —3 = 1 per t £ —2 e

4—-2=2pert=-2.

1
(3) Per t # —2 'immagine di f; ¢ tutto lo spazio R? e quindi il vettore v = | 1
2

¢ sicuramente nell'immagine e poiché il nucleo ha dimensione 1 il sistema ha oo

soluzioni.



Per t = —2 la quarta colonna di M, ¢ dipendente dalle seconda e la matrice

— W
=N O
N —

fatta con la prima e la terza colonna di M; e con il vettore v ha determinante 4;
dunque il sistema non ha soluzione in questo caso.

1 0 2
(4) Pert = 0 per trovare una soluzione particolare invertiamo la matrice A= [ 3 2 4
11 4
4 2 -4
e otteniamo A =2 [ -8 2 2 e dunque, poiché
1 -1 2
1 4 2 -4 1 —1/3
Aly==1 -8 2 2 1= -1/3 ],
0 1 -1 2 2 2/3

visto che la matrice A era ottenuta da M; cancellando la terza colonna, una
soluzione particolare dell’equazione ¢ data dal vettore

~1/3
~1/3
0
2/3

Il nucleo di M; e generato dal vettore

e dunque una soluzione generica dell’equazione ¢ della forma

~1/3 1
-1/3 1
I

2/3 0



Esercizio 2.

x x
a) Trovare tutte le soluzioni dell’equazione differenziale 1" + — =0;
(&) q Y (24 1)2
(b) Determinare poi la soluzione tale che 1ir+n xy(x) = 3.
T—r+00
Soluzione: - .
a) L’equazione omogenea, v’ v = 0 ha soluzione v(z) = ce~(1/2E*+) — _—__
(8) Lequazione omogenca v/ + " — sione v() T

al variare di ¢ € R. Rimane da trovare una soluzione particolare dell’equazione della forma

y = uv. La funzione incognita u deve risolvere u’ = 55 scegliendo ad esempio la

v(z2+1)
soluzione dell’lomogenea v relativa a ¢ = 1 si ottiene 'equazione v’ = —dfraczv(z? +1)? =
Y Integrando si h - Lo L dacuiyle) =
W. ntegrando S1 na U([L’) = —W = _\/:EQ:H’ a cul y($) = _[L‘2 i 1
La soluzione generale ¢ data quindi da
1 c

xr) = — + .
y(z) PN R

(b) Si ha che

m —— =0, lim —— —1
z—+oo T2 +1 z—+00 4/ 12 +1
da cui . o
A oey(e) = lm -+ im —mes =

si ottiene che lim zy(z) = 3 per ¢ = 3 e la soluzione cercata ¢
r—+00

1 3

r)=— + .




Esercizio 3.
(1) Trovare una primitiva della funzione f(z) = v/9 — 22 che in z = —1 valga 2v/3;
(2) Determinare ’area della porzione di piano delimitata dal grafico delle funzioni
vo+4+3
f(x)eg(z) =
(Ve +4—1)(x—5)

Soluzione: (1) Integrando per parti si ha

—94+9—22
/\/9—x2dz:x\/9—$2+ x:xv9—x2—/—+9__x2x dx

dx—/\/9—x2dx

ristrette agli z € [0, 1].

/\/ =

9 — g2
9

- | e

da cui
9
2 \/9—$2d$:$\/9—$2—|—/—d$= sostituendo =z = 3
/ V9 — 22 ( v)
::U\/9—x2—|—/\/%dy:x\/9—x2+9arcsin(y)+c
-y
e

9
/\/9 —2?dr = f\/9 — 22 —i— — arcsin (%) + costante = Fc(x)
Imponendo che F, ( 1) = 24/3 si ottiene il valore della costante v/2 + 5 arcsin < ) + 2\/_
1
ossia —\/ —x? —i— — arcsin ( ) +2v3+V2 + — arcsin (3) e la primitiva cercata.

(2) Si verifica facilmente che f(xz) > 0e g(a:) < 0 sull’intervallo z € [0, 2] per cui si ha
2
f(z) > g(x) earea cercata si ottiene come/ (f(z)—g(x))dz. Siha che/ f(z)dx = Z

(si puo usare la primitiva sopra o il fatto che si tratta dell’area di un quarto di cerchio di
raggio 3). Si fanno poi gli stessi conti della versione A cambiando alla fine gli estremi di

P Vo +4+3 B 3-VT
/0(\/—x+4—1)($—5)dx_31n( 5 >_ln(ﬁ_1)

integrazione:

e Parea risulta

A:9w+31n(

1 ) +In(V7 - 1).

5
37



Esercizio 4. Determinare i numeri complessi soluzione dell’equazione
(|2]* +22% + 42 + 1)(2° +8) = 0.
Soluzione: 1l polinomio si annulla se ¢ nullo uno dei suoi fattori. Quindi dobbiamo
avere
|2]° +22° +42+1=0
oppure
2> +8=0.
Il primo fattore si puo riscrivere ponendo z = x + iy con z,y € R. Quindi
|22 + 222442 +1=
= 2% +y? + 227 — 2y + diwy + 4v — diy + 1
Possiamo vedere quando si annulla ponendo a zero separatamente la parte reale e la parte
immaginaria, quindi abbiamo:
22+t + 222 -2 +4r+1=0
dory — 4y =0
La seconda equazione si annulla per y = 0 o per z = 1. Per y = 0 dalla prima equazione
otteniamo:
327 +4x+1=0

e quindi z = —2/3 + 1/3. Per 2 = 1 dalla prima equazione otteniamo:
y? =8

ovvero y = 4v/8. Gli zeri del primo fattore sono dunque: z = —2/3+1/3 e z = 1 +£i2v/2.
Il secondo fattore ha cinque zeri, dati dalle cinque radici quinte di —8. Tali radici

T 2kmw ooym 2km
e = V8(cos (5 +557) i (5 +557))

SOno

per k=0,...,4.



