Corsi di Laurea in Ingegneria Elettronica e Telecomunicazions.
Appello di Analisi Matematica I del 19/06/2016. Soluzioni.

Esercizio 1. Sia a un numero reale positivo e b := a — log(e® — 1). Provare che
i)yb>0
ii) max(a,b) > log2.

Soluzione.

i). Poiché il logaritmo & strettamente crescente si ha subito a = log(e®) > log(e® — 1) e quindi b :=
a —log(e* —1) > 0.

ii) Poiché log(e”—1) = log (e*(1—e™*)) = a+log(1—e~*) larelazione fra a e b si scrive anche e +e =" = 1.

a b b

Quindi almeno uno fra e™® e e™” & minore o uguale a 1/2; quindi almeno uno fra e* e e
uguale a 2, dunque max(a, b) > log 2.

¢ maggiore o

Oppure Si pud studiare la funzione u(x) := x — log(e®* — 1) definita per = > 0, il cui grafico & costituito
esattamente dalle coppie (a, b) di cui si tratta. Poiché log ed exp sono funzioni crescenti, u(x) ¢ una funzione
decrescente; inoltre il suo grafico incontra la bisettrice {x = y} esattamente nel punto (log2,log2). Dalla
decrescenza si ha che a < log2 (rispettivamente a > log2) implica b = u(a) > log2 (risp. b < log?2),
cosicché in ogni caso max(a,b) > log2.

Esercizio 2.
i) Per ogni k € N determinare il polinomio P (z) di grado minore od uguale a k tale che, per ogni x € R

k
Pi(z) = Py(z) - o5

k!
P.(0)=1
ii) Calcolare il limite limg_; 4 o0 Pr(2).

Soluzione. i) Determiniamo i coefficienti del polinomio Py (z) := Zf:o ajz’. Siha P/(z) = E?Zl jajzi—t =

Zf;é (j + 1)aj4127. Deve essere ag = Pj,(0) = 1. Inoltre uguagliando i coefficienti
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per il principio di identita dei polinomi si ricava

ak = (J+1aj41=ajperj=0,...,k—1

Ha
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g!
ki
Pp(z) =Y i
j=0
o0 J
ii) Si riconosce che Py(z) & la somma parziale della serie esponenziale e* = > —7» ber cui
j=0 J*

lim Py(z) =e€" .
k—o0

Esercizio 3. Sia f(x) = e!™% — 3732,

i) Disegnare un grafico di f mettendone in evidenza gli zeri, i punti critici, gli intervalli di monotonia e
convessita.
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ii) Verificare che f ha un unico punto di flesso e determinare il pitt grande intervallo contenente questo
punto sul quale f risulti invertibile.
iii) Calcolare la derivata prima di detta funzione inversa nel punto di flesso.

Soluzione.
i) La funzione f si annulla per e
f/(fE) _ 7617‘% + 3637?@ —_ 76373x (629372 _ 3)

l°g2(3) = log(v/3e), & positiva per > log(v/3e) e negativa per

r < log(v/3e) . Quindi ha un massimo locale in = = log(v/3e), & crescente in (—oc,log(v/3e)] e decrescente
in [log(v/3e), +00). Poiché

L=z — ¢332 cioe per e2~2* = 1, dunque solo per = 1. La derivata &:

Dunque essa si annulla per x = 1 +

lim f(z)=0 EEH f(z) =—o00

T—r+00
f ha massimo assoluto in = = log(v/3e) ed estremo inferiore —oc.
Si ha inoltre
f//(if) _ el—w _ 963—3$ _ 63—3a:(e2a:—2 _ 9)

dunque f”(x) = 0 se 9 = 2722, cioe per x = log(3e) = 1 + log(3); f” > 0 per = > log(3e), quindi f &
concava in (—oo,log(3e)], convessa in [log(3e), +00).

ii) Per quanto visto al punto precedente, © = log(3e) ¢ l'unico punto di flesso della funzione. Inoltre f
risulta invertibile negli intervalli (—oo,log(v/3e)] e [log(v/3e), +o0) e quindi il pitt grande intervallo che
contiene il punto di flesso in cui f ¢ invertibile & [log(v/3e), +-00).

iii) Poiché f(log(3e)) = 5, risulta

8 ) _ 1 _277
 [(log(3e)) 6"



