
Esercizio 1
.

-

Sappiamo che è =? ¥
"

.

Di conseguenza :

e
" '

=? (¥)
"

per letto.

Questa è l'espansione in serie di Laurent:

e
" e anz

"

con an = per n so , an = o per n > o

sia Ptz) = ad zdt . - - ta
.
un polinomio con ad ¥0 . Sappiamo che Plz) e

' "
è

una funzione intera se e solo se g > o
tale che Plz) e

' " è limitata per

zeblo, g) , Alto.

Adesso
,
Pt) e

'
'
= PG)! I:(È )

"

.

Quindi il coefficiente di Ìn , con
N > o

,
è

c.net#n,:t;%aa.-i--- + ÷ )
Se l' (e) e

'
" fosse limitata , esisterebbe M> o t.ci/PlHe'k/cM , quindi

lc.nlsrnmttr.to

D' altro canto , sia s =min { s : as #4 ,
allora

c. fast i - -
- + ftp..at ]s +sti +5-11

Visto che as #o ⇒ k.nl non può essere arbitrariamente piccolo . si



Esercizio

Sia ffz)= 1,2¥ .

Determinare la serie di Laurent centrata in zero in

1
.
Izki

2 : Iz ) si

svolgimento:

'÷, =
z z È⇐3

"

=
tithz"" in Hk ,

÷
.

. ÷ →È, È
⇒

a

= È È (¥ )
"

= E I- il
"

à
» -2 per

lzls ,

h = i

Esercizio

sia f (e) = 1- .

Determinare la serie di Laurent di f
,

centrata in zero
,
in

( z - i ) (z -2)

2
.

Izlc ,

2
.

I clzlc 2

3
.

lzl > 2

Svolgimento

C- (z) = È +
B-
z - 2

con A e B da determinare .

Az- 2A +Bz - B = , o⇒ A +3=0, -2A
- B = i

B = - A ⇒ - rata = i ⇒ - D= i ⇒ A =-1
,
D= ,



allora

ffz ) = -÷ + È

• "" ' i

⇐ = .÷ = -È à ; ¥ = È÷

= - :È LEI

⇒ flz) = - È z
"
- { È (E)

"

• i c Izle 2

÷ = È, = : ÷ = : È

÷ = E = - E ,÷ = - { È LEI

⇒ tizi . . ; È ⇐I - ; È⇐ i

• lzl s 2

÷ ÷ = È ÷ .

÷ È ÷ = ¥ È⇐ i



Esercizio

f- (a)= §, ¥2

definisce una funzione mero morta in Cl e determinare l'insieme dei poli .

Idginerio :

5=9 . . . ,
- ri
,
- i
,
i
,
si
,

. . . } .

Sia Rso
,
N > ZR e scriviamo

flz) -È ¥2 + È
. .

È

Dato che

È = (÷ ) (÷. )

=) È, ha un polo semplice in in e in - in V ns N .

Allora

NE È
h si

è una somma di funzioni meco morte con poli semplici .

D'altro canto
,

co

E I
h = No,

7
?-142

èobmorfsa per lzlcr .
Infatti per Izk R e n> N :

/¥4 sÈ s È

Adesso

ii. ti ITEI
Abbiamo assunto in >Ns ZR ⇒ % e ¥ ⇒ i - ?? > § .

⇐è ! ⇒ I al



Visto che §
,
fa converge, per il criterio del confronto abbiamo che

È
. .
È

converge uniformemente ¥ 2- e C compatto arbitrario all' interno del disco .

Per l'esercizio 4

del foglio esercizi 4 ⇒ definisce una funzione analitica , quindi domorta.

Esercire 5 :

Mostrare che % ( )
"

è analitica in { z : lztil SI } .

già.

Sia o esci
.

Sia zefw : lwtilss } ⇒ lztilss .

D'altro canto

Iz - il +1-z-il ? I - rit⇒ lz.it?l-zil-Izi-i/ ? 2- s

Quindi

i Is ÷

Usiamo il criterio del confronto .

Vediamo che la serie

§ (%)
"

converge

perché o a ⇐ e i
.

Usando l'esercizio 4 del foglio 4 si conclude .

Esercizio : Calcolare il residuo in zero delle seguenti funzioni :

• ZII
F-

• 72+37-5
←

A sin7

Ti



Ricordiamo che se =

!!? ), ⇒ Resffzo) = 9
""" Hot

!

C- (7) = 2¥ ⇒ glz) = zii ⇒ Res a)= glo) = 1

Htt .È¥ ⇒ glz) = 7732--5, g' (7) = 27+3 , g
" lz ) = 2 ⇒ Res ⇒g

" (a) =L
2!

flz) = sin = , Reslfo) = %finta;}

Esercizio 7 :

Trovare il residuo in i della funzione

flz) = lzi-1

Calcolare l' integrale {flz) per
C circonferenza di raggio 112 , centrata in i.

Svolgimento :

E- i = feti) lzii ) = fz - 1) lzti) lzti ) (z- i ) . Quindi

flz) = glz)÷ con 9h) = lz+i)

Reslf
,
i ) = gli ) = =

- È un §# rail - ¥. )

Esercizio
calcolare i seguenti integrali sulla circonferenza di raggio 8 e centro l'origine :

{÷, d' , {÷,

d'

svolgimento

La funzione ÷ ,
ha poli nei punti z - ka con ke Te

.

Visto che tali poli sono



semplici, usiamo una formula vista a lezione :

Res (÷, , 0 ) =
1-

=
1

{ Sint )
o

⇒ Se ÷, dz = vi

Ricordano che coslz) =? I- il" ÉI , quindi
ad!

I - Gslz) = i - (e - È + FÈ . . . . ) = È - TÈ
.

_ . . .

= f- ÷ . zt
. . . .)

Quindi
,

⇒⇒
= ¥ - =

1- "
a- - - )

= # Ed ±
. ) -il ¥. . ): - - J

Qual è il termine a. , dell'espansione di Laurentino
?

oh
,

= 0

(È possibile osservare che il residuo di 1-
'n Zak

,
ke -4
,
è sempre zero per

i - cost)

periodicità) .
Quindi

,

l' integrale che vogliamo calcolare è nulla.

Esercizi.

Calcolare l' integrale
% dx

Svolgimento
Consideriamo



d.r= fz : lzl SR
,
Smlz) ? O}

OR = ora BR parami di dar

s:÷. " %: !!÷d .
Adesso

, poniamo tlz) =

!!:÷d . . re ( {È÷ dz) . re ( soffia
-Stato )
BR

C- lz) ha due poli semplici nei semi piano superiore , cioè
e'È e

e'¥
'

.

Usando

la formula con la derivata del denominatore
,
vista a lezione

,
si ha

Reslf
,
e ) = le )

'

=

4 e.
3Gil,

Res(E
,

e' "% ) , e
'

It

applicando il teorema dei residui:

G.àizsdz . rail a t.ae

Adesso osserviamo che

II.
• fgflztdz⇒



Infatti

Ispide / sfiorati destra(
utilizzando argomenti simili a quelli

per una costante positiva B . visti a lezione col prof . Frigerio

concludendo
,

SÌ da =
"E


