Soluzioni quarto compitino analisi matematica

04 maggio 2018

Esercizio 1. Risolvere il problema di Cauchy

Yy — ysinz = sin(2x)
y(0) =1.

Dimostrazione. Sia E(y) =1y — ysinz e risolviamo E(y) = 0 ossia

/

y
= =ginzx
Y
che diventa
In|y(z)| = —cosx + ¢
e quindi
y(l’) — g C0ST

¢ la soluzione generale dell’equazione omogenea.

Cerchiamo ora una soluzione particolare di E(y) = sin2z della forma
y(x) = C(x)e™ %, Questa dovra soddisfare la seguente equazionee:
COS T

C'(x) = sin 22e°*" = 2sinx cos ze
Calcoliamo quindi C(z) che viene
C(x) = Z/Sinxcos xe“Tdx,
attuando la sostituzione ¢ = cosx (e quindi dt = — sin zdz), otteniamo
C(x) = —2/tetdt = —2(te’ —e') + C = —2(cos xe®S* — ™7) 4 C
dove per il calcolo dell’integrale si & utilizzata la formula di integrazione per

parti.
In conclusione le soluzioni di E(y) = sin 2z sono

y(x) = (C(x) + C)e” ¥ = —2cosx + 2+ Ce™ %,



Imponendo la condizione y(0) = 1 otteniamo Ce™! = 1 ossia C = e. In
conclusione la soluzione al problema di Cauchy é

y(z) = e 7% 1 2(1 — cos z).

Esercizio 2. Trovare tutte le soluzioni dell’equazione differenziale

63:(;

y' — 4y +3y = + 2sinx.

e* +1
Dimostrazione. Sia E(y) = y" — 4y’ + 3y. 11 polinomio A\?> — 4\ + 3 =
(A —=3)(A —1) ha come radici 1 e 3 e quindi le soluzioni di E(y) = 0 sono

y = cre” + coe®.

Cerchiamo ora una soluzione particolare di E(y) = 2sinz della forma
y = asinz 4+ fcosz. Sostituendo otteniamo

E(y) = (—asinz — fcosz —4acosx +4fsinz + 3asinz + 3F cosx) =

= (—a+48+3a)sinz + (—f — 4a + 38) cosz = 2sinz.

Da cui otteniamo il sistema

a+26=1
B8—2a=0

che & risolto da a = 1/5 e § = 2/5, ossia la soluzione particolare di E(y) =
2sinz ¢ 1/5sinx + 2/5 cos z.
Cerchiamo ora una soluzione particolare, usando il metodo della varia-

zione delle costanti, di E(y) = ffizl della forma

7 = c1(z)e” + ca(x)e®.

Imponiamo quindi

cle® + ched® =0
3z
cie® + 3che3® = 2¢

eT4+1
ottenendo 5
2e°%
/! _3x __
2C26 =01
et +1
ossia
, 1
C2 =
et +1



Calcoliamo ora l'integrale attuando una sostituzione ¢t = e* (e quindi dt =
e®dx ossia dx = 1/tdt)

1 11 1 1
- de = | —Zdt = [ Zdt — | ——at =
e2() /ew+1x /t+1t /t tr1

T

e
=Injt|—Inlt+1| =1 .
nlf] — nfe + 1 = In
Da cui ricaviamo
/ / 2x 6296
ci(r) = —cy(z)e™ = Ter 1
e, con la stessa sostituzione di prima, abbiamo che
2z T T
t
cl(x):/ c dx:/ee de = — [ ——dt =
e*+1 et +1 t+1
t+1 1
— [ ——dt ——dt = —t+1In|t + 1| = —e* + In(e” + 1).
/t+1 + = + Inft + 1 e’ +In(e” 4+ 1)
Mettendo tutto insieme abbaimo che una soluzione generale di
2 3x
E(y) = exe—kl + 2sinx

é data da

1 2
y(x) = c1e® + e + 5 sinz + £ COST + (In(e* +1) —e®)e” +1n ~° .

Esercizio 3. Dato il problema di Cauchy

3x24/1—y*

Z// = 2y
y(0) = 75

trovarne la soluzione verificando il massimo intervallo di esistenza.

Dimostrazione. Osserviamo innanzitutto che deve essere |y| < 1 ey # 0:

poiché y(0) > 0, dovra essere 0 < y < 1. Inoltre notiamo che y = 1 & una

soluzione costante del problema. Infine y/(z) ¢ positiva dove ¢ definita.
Esplicitando abbiamo /

2yy
11—yt

= 3z°
e integrando si ottiene

arcsin(y?(z)) = 23 + .



Imponendo y(0) = 1/v/2 troviamo il valore della costante c. Otteniamo

1\2
arcsin| — =c
()

da cui ¢ = /6. La nostra soluzione diventa quindi
v (z) = sin<x3 + 76r>

Innanzitutto bisogna imporre sin (x?’ + g) > () per « in un intorno di 0.

Quindi abbiamo

0<x3+%<7r

ossia
i <3< 5
—— <z —.
6 6

Ma ¢é anche necessario che z3 + & sia crescente e quindi
T om
0<az4+ - <=
6~ 2

ossia

o3
w3

< <
La soluzione é quindi

y(z) = ,/sm<x3 + g)

1

(5) =6
~(5)

si ha che y — 0 e quindi 3’ — 400 il che implica che la funzione non si

- (5)

si ha che y — 1 e quindi ¥/ — 0, percio la soluzione si prolunga col valore
costante 1. In conclusione la soluzione é data da

1 1
3 3
sin <x3 + g) se — <76r> <z < <§>
1

3
1 se(’é) <z < 4oo.

per

Quando

prolunga. Quando invece

W=

w

y(z) =



