Soluzioni secondo compitino analisi matematica
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Esercizio 1. Si consideri la funzione

2—x
f(z) _ln<a:—6>'

Determinare il pit grande intervallo contente il punti 3 sul quale la funzione
risulta essere invertibile. Dire se la funzione inversa risulta continua e de-
rivabile e calcolare, se esiste, la derivata della funzione inversa f~1(y) nel
punto y = 1.

Dimostrazione. La funzione f é definita per x che soddisfa
2—x
z—6

> 0,

ossia per 2 < x < 6.
Calcoliamo ora la derivata di f per studiare la monotonia della funzione.
r—6—(x—6)—(2—x) 4
f /(.CC) = 2 =
2—z (x — 6) (2—z)(x —6)
e quindi nell’intervallo I di definizione di f la derivata f’ & positiva; ne segue
che la funzione f ¢ monotona crescente ed ammette quindi inversa che &
continua e derivabile.
Calcoliamo ora T = f~1(1).
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Usando ora la formula della derivata della funzione inversa otteniamo che
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Esercizio 2. Calcolare, se esiste,

. sinln(1 + 22) — e* + cos(z) + sin((J22 + 24)
250 z(tgr — ) ‘

Dimostrazione. Consideriamo lo sviluppo di Taylor di tutte le espressioni
presenti nel limite. In particolare abbiamo che:

1 1 1
In(1+ 2x) =2z — 5(2x)2 + §(2x)3 — Z(?ac)4 + o(z?)
e quindi

8 1
sinln(1 + 2z) = 2z — 22° + 51:3 — 4t — E(Qx —222)% 4+ o(z?),

inoltre 1 ) )
X =142z + 54562 + 68953 + ﬂ16$4 + o(z?),
r? ot
S 4
cos(z) 5 + 2 + o(z"),
9 2 a9 2 4 4
8111(295 +x )—296 + 2% + o(z")
e
3 4
tg(x):$+§+0(a: ).

Mettendo tutto insieme si ottiene

i sinln(1 + 2z) — €% + cos(z) + sin((J2% + z%)
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Esercizio 3. Dire per quali valori di o € R la funzione

Fala) = 2 hl(l +2x2>

X

& uniformemente continua nel suo insieme di definizione.



Dimostrazione. Notiamo anzitutto che la funzione ¢é definita in (0, 00) e fo ()
¢ uniformemente continua in (0, a) se e solo se a > 0. Grazie al Teorema di
Heine-Cantor, gli unici problemi per 'uniforme continuita si possono avere
all’infinito. Studiamo quindi la derivata f/ (z).

1+ 22 x? 223 — 223 — 21 1 2791
/ _ —1 _ -1
fo(x) = az® ln( o ) +z 22 i =az® " In 1+—x2 i

Ricordandoci che

otteniamo che

lim f/(x) =0 a<3
T—00
lim fl(z)=3-2=1 a=3
T—00
lim f/(x) = oo a> 3.
T—>00

In particolare abbiamo mostrato che la funzione é uniformemente con-
tinua in @ < 3 e non é uniformemente continua per una conseguenza del
teorema di Lagrange in o > 3. O

Esercizio 4. Studiare, al variare di o € R, la convergenza assoluta e sem-
plice della serie

> 1 1 1"
Z(—l)” (—ei + sin — 4 cos — + 1n<1 + ))
/ n n n
n=n

dimostrando, in particolare, che esiste n tale che la serie sia ben definita.

Dimostrazione. Sia

1 1 1
ap, = —en +sin—+cos— +1In| 1+ —
n n n

abbiamo che

1 1 1 1 1 1
apn=—1—=+=4+1+1—+o =) ==+0[—).
n n n n n n
Quindi a, > 0 per n sufficientemente grande e quindi la serie risulta essere
ben definita per n > 0.
Si ha convergenza assoluta se > aS converge e, poiché
an

n—,oo =
n



si ha convergenza assoluta per a > 1.
Per la convergenza semplice applichiamo il criterio di Leibniz e per far
cio studiamo la monotonia della successione a,. Sia

b(x) = —€® +sinx + cosz + In(1 + z) :

allora

V(x) = —e” + cosz —sinx + .
1+

Notiamo ora che ¥ (0) = 1 e quindi b(z) & crescente per o < ¥ < T ossia

la successione b, = b(n) & decrescente per n sufficientemente grande. Ne

consegue quindi che a,, decresce per a > 0 (mentre negli altri casi non ¢

neanche un infinitesimo). In particolare la serie converge semplicemente per

a>0. O



